D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2016
Dr. Meike Akveld

Serie 5:

Linearkombinationen, lineare (Un-)Abhingigkeit,
Basis & Dimension

1. Wir schreiben
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“K = @Q”: Bemerke, dass v; = v3+wvy. Folglich ist (S) = (v, v3, vy, vs). Wir zeigen,
dass {vg, v3,v4, v } linear unabhingig ist. Seien v, 5,7,6 € Q mit Ogs = v, +
Bvs + yvg + dvs, also

v+ 0 =0
g 0
a + ) 0
o + Y =0
v + 0 =0
Also gelten v = —9, f = 0, « = —¢§ sowie ¥ = —«. Einsetzen der dritten in

die vierte Gleichung impliziert 7 = ¢ und dies zusammen mit der ersten liefert
v=0undalso o« = = =§ = 0. Also ist {vq, v3,v4, v5} eine Basis von (S)
und folglich minimal.

“K = Fy”: Keine Musterlosung.

Bitte wenden!



2. a) Angenommen A;, As sind linear abhingig. Dann existieren a, 5 € R nicht alle

0, so dass
000y (123 5 010
000/ %001 00 1
(o 20+ 8 3o
~\0 0 a+p
Also gilt & = 8 = 0 und folglich sind A;, A, linear unabhéngig.

b) Aus der Rechnung in Teil 2.a folgt, dass (A, Ay) C M. Wir miissen also nur
zeigen, dass M C (A, Ay), d.h. dass jede Matrix B € Msy3(R) der Form
(66%) mitb—a = fund3a = cin (A;, Ay) enthalten ist. Wir zeigen B =
aA1 + (f — CL)AQZ

a b c\ (a a+f 3a

oo f) o o 7
_(a 2a 3a 0 f—a 0
oo a)/T\0 0 f-ua
:aA1+(f—a)A2

c) Keine Musterldsung.

3. a) Keine Musterlosung.

b) Wir bemerken als erstes, dass —2ps3(x) + 3ps(x) = 1. Des weiteren gilt 3p3(z) —
4p,(z) = z. Es folgt also

22 = po() + 2(3ps () — 4pa(x)) + 4(—2ps(x) + 3pa())
und schliesslich
2 = ps(x) — pa(x) — 2(3ps(x) — 4pa(x)) — 4(—2ps(x) + 3pa())

Esfolgt {1, x, 22, 2%} C (p1(x), pa(x), p3(), pa(2)), also P3(R) = (1, x, 22, 2%) C
(p1(2), p2(), p3(x), pa(x)). Dadeg p < 3fiirallep € (p1(), p2(), ps(x), pa(x))
gilt (p1(2), p2(2), ps (), pa(w)) = P3(R).

4. Wir schreiben 2 fiir das Element 2 - 1x = 1x + 1x € K und wir schreiben % fiir
27l e K!

a) “=": Angenommen {u,v} sind linear unabhingig und «, 5 € K mit 0y =
a(u+v) + B(u — v), dann gilt

Oy =a(utv)+ pu—v)=(a+ Lu+ (o — P

'Man beachte also, dass 2 € K und somit nicht in Z. Wir verwenden also dasselbe Symbol fiir zwei
eigentlich verschiedene Elemente.

Siehe nachstes Blatt!



Also0 =a+ 3 =a— [, also
1f=B=—-8=(-1)-5

und wenn 3 # 0, dann impliziert die Kiirzungsregel, dass 1 = —1, im Wi-
derspruch zur Voraussetzung. Also ist # = 0 und folglich auch a@ = 0. Dies
zeigt, dass {u + v, u — v} linear unabhingig ist, wie gewiinscht.

“<": Angenommen {u + v,u — v} sind linear unabhéngig aund «, 5 € K so

dass
Oy = au+ fv
Setze
, 1
o ==(a+p)
2
1
p 25(04 —B)
Dann gilt

du+v)+ 8 (u—v)=+8)u+ (o =)
1

1
:§2au + 52,61) = au + fv

Alsoist 0 = o/ = . Daraus folgt 0 = o’ + ' = aund 0 = o — ' = f3,
und folglich ist {u, v} linear unabhéngig.
Bemerkung: In F is 2 = 0, somit ist 2 nicht invertierbar und wir kénnen o’ nicht
wie oben definieren. Man sieht aber sofort, dass die Aussage falsch ist, denn in
[Fy ist 1 = —1 und folglich v — v = w + v, also ist {u + v, u — v} sicher nicht
linear unabhéngig.

b) “=" Seien {u, v, w} linear unabhingig und seien v, 5, € K so dass

Oy =a(u+v) + Bv+w) +v(w + u)
=(a+y)u+ (a+ v+ (B+y)w

Nach Annahme sind also 0 = a+v = a+/ = f+~. Esgiltalsoy = —a =,
B = —aund 4+ v = —2a. Folglichist @ = Ound also 0 = o = —f =
-y =0.

“<": Seien {u + v,v + w,w + u} linear unabhingig und «, 5,y € K mit

Oy = au + fv + yw

o= (e (35)o+ (1)

Dann gilt auch

Bitte wenden!



Definiere

o =a+f-xy
Bl=—a+p+y
v =a—pf+y

Dann gilt:
d(u+v)+ ' (v+w)++ (w+u) =2(au) + 2(8v) + 2(yw)
Alsoist0 = o/ = 8/ = ~+'. Es folgen
20 =a’' ++' =0
286=a'+ 3 =0
2y=p"+79"=0
und also o« = 3 = v = 0. Dies zeigt, dass {u, v, w} linear unabhingig ist.
Bemerkung: Wo wurde verwendet, dass u, v, w paarweise verschieden sind?

a) Keine Musterlosung.

b) Seien vy, ..., v, die Spalten von A, und seien o, ..., q, € K. Sei v := aqv; +
<t Uy,
Eine Induktion zeigt, dass fiir den k-ten Eintrag v(*) von v gilt

v = i i Api
i=k

Falls n = 1, dann ist nichts zu zeigen. Sei die Aussage also wahr fiir jede obere
Dreiecksmatrix B € M,,«,(R). Sei N :=n + 1und A € Myyn(R) eine obere
Dreiecksmatrix. Dann existiert ein B € M,,,,(R), ein Vektor v € R” und o € R

so dass
B u
= (5 )

Seien wy, . . ., w, die Spaltenvektoren von B, vy, ..., vy die Spaltenvektoren von
A,und sei v := ij:l apvg. Sei 1 < k < n, dann gilt fiir den k-ten Eintrag vk)
von v

N n n
o® = Z aivi(k) = Z @iwgk) + ayu® = Z a; By + anu®
i=1 i=1 i=k

n N
IZOMAM +anyAky = ZOMAM

i=k i=k

Siehe nachstes Blatt!



Es gilt v™) = ayAyy = S0y Ay, und folglich ist die Formel bewiesen.
Nehmen wir also an, dass A € M, ,(R) eine obere Dreiecksmatrix ist, mit
Ay # 0 furalle 1 < i < n. Seien vy,...,v, € R" die Spalten von A und
a,...,a, € Rsodass ajvy + -+ 4+ o, = 0, also 0 = Y1, oy Ay, fiir alle
1 < k < n. Insbesondere gilt 0 = «, A,,, und aus A,,, # 0 folgt o, = 0.
Seil < k < n und seien ap,y = -+ = a, = 0. Dann gilt nach Annahme
0=>", Ay = a,Ay, und folglich oy, = 0. Es folgtalso oy = - -+ = v, = 0
und folglich sind vy, . .., v, linear unabhéngig.

¢) Keine Musterlosung.

d) Angenommen o, 5 € R mit ae®® + e = 0 fiir alle « € R, dann ist e~ =
— (. Also ist ¢35~ konstant, und folglich s = r. Das ist ein Widerspruch.



