D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2016
Dr. Meike Akveld

Serie 6:

Basis, Dimension und Quotientenrdume

1. a) “=": Angenommen ad — bc = 0 mit d # 0 oder b # 0, dann gilt

a c ad — bc 0
() ()= (o) = ()
Also ist B keine Basis.
Falls b = d = 0, dann ist B = {(§), (§)} sicher nicht linear unabhingig.
Wir haben also gezeigt, dass fiir jede Basis B = {(%),(3)} von C? gilt
ad — be # 0.
“<”: Angenommen D := ad — bc # 0 und () € C2 Definiere

_dr—cy _ —br+ay

dann gilt

Alsoist B = {(%),()} ein Erzeugendensystem von C? und da dim C = 2
(als Vektorraum iiber C), folgt dass B eine Basis ist.

b) Die Mengen {(3) (9)} und {(3),(9)} sind disjunkt und gemiss Teil (a) Basen
von C2.

Bitte wenden!



2.

a)

b)

9)

Da W ein Vektorraum ist, gilt w —w = 0 € W fiir alle w € W, also ist R
reflexiv.

Falls v; — vy € W, dann ist auch —(v; — vy) = vo — v; € W und R ist sym-
metrisch. Da W unter Addition abgeschlossen ist, gilt fiir vy — v € W und
vy — vg € W auch

Ul—U3:<U1—U2>+(Ug—U3)EW

Also ist R transitiv und somit eine Aquivalenzrelation.

Angenommen v; ~ v und v| ~ v), dann existieren w,w’ € W so dass v; =
v9 + w und v} = vy + w’. Also ist

(vg+uvy) — (v +0) =w+w eW

Es folgt also [vy 4+ v5] = [v1 + v}] und somit hingt die Addition nicht von der
Wahl der Reprisentanten ab und ist wohldefiniert.

Sei A € K, dann ist
Mg — Ay = weW
Es folgt also [Avy] = [Avy] und somit hiingt die skalare Multiplikation nicht von
der Wahl des Reprisentanten ab und ist wohldefiniert.
Die Vektorraumaxiome folgen sofort aus den Vektorraumaxiomen fiir V. Seien
u,v,w eV, \ u €K, dann
VI [u] + [v] = [u+v] = [v+u] = [v] + [u]
V2. ([u] + [v]) + [w] = [u+v]+[w] = [(u+v)+w = [ut+ (v+w) =
[u] + [v + w] = [u] + ([v] + [w])
V3. [Oy] + [v] = [0y +v] = [v]

V4. [—v] + [v] = [-v +v] = [0y]

V5. 1-[v] =[1-v] = [v]

Vo. (Aw) - [o] = [(Au) - v] = A - 0)] = Al - v] = A - [v])

V7. X ([u]+[v]) = A [u+v] =X (u+v)] = A ut+A-v]=[A-u+[Av]=
Aful+ A v

V8. (A ) [0] = [(A4p0) 0] = [A- v pr-0] = A o] + 0] = A-[o] + - [o]
Also ist V/ mit diesen Verkniipfungen ein Vektorraum iiber K.

Wir definieren ®(v + W) := [v]. Wir miissen zuerst zeigen, dass die Abbildung
wohldefiniert ist. Seien also vy, vo € V, so dass v; + W = vy + W, dann existiert
fiir jedes w; € W ein wy € W, so dass vy + wy = vy + wy. Fir w; = 0 folgt
insbesondere, dass v; = vy + w fiir ein w € W, also v; — v € W und also
[v1] = [v2]. Somit ist das Bild von v + ¥ unter ® nicht vom Reprisentanten von
v + W abhingig und @ also wohldefiniert.

Siehe nachstes Blatt!



Fiir die geforderte Linearitdt berechnen wir fiir u,v € V und A € K

O((u+ W)+ (v+W))

D((u+v)+W)=[u+v]=[u+ v
=P(u+W)+0(v+ W)

SN (u+W))=PA\-u+W) =\ u]
=A-[ul =X P(u+ W)

Die Abbildung ist sicherlich surjektiv, da jedes Elementin z € V/~. per Definition
von der Form z = [v] firein v € V, also auch z = ®(v+W). Fiir die Injektivitit
nehmen wir an, dass u,v € V mit ®(u + W) = &(v + W), also [u] = [v]. Dann
gilt u — v € W und folglich existiert w € W so dass © = v + w. Wir miissen
nun daraus folgern, dass u + W = v + W. Sei w' € W, dann ist u + w' =
v+tw)+w =v+(w+w)ev+Wundalsou+W Co+W,daw € W
beliebig war. Andererseits gilt fiir beliebige w’ € W auch v+w' = (u—w)+w' =
u+(—w+w') € u+Wundalsov+W C u+W, und folglich u+W = v+ W.
Also ist ® bijektiv.

3. Wihle eine Basis xy, . .., z,, von V/jy. Per definitionem existieren uy, ..., u,, € V,

sodass z; = u; + W. Sei U := (uy, ..., u,). Wir behaupten, dass V =W & U. Wir
zeigen zuerst, dass U NW = {0y }. Angenommen v = A\juj + - - - + Aty € UNW,
dann ist wegen v € W

Ovp, =0+ W = (Aug + -+ Aptty) + W
=A(ur + W)+ -+ Ap(um + W)
=N+ AT,

und folglich \; = -+ = \,, = 0, alsoauch U N W = {0y }. Wegen dimU = m =
dim V/py folgt
dim(U + W) =dimU +dim W — dim(U N W)
=(dimV —dim W) +dimW + 0 =dimV

und folglich ist U + W = V. Also insbesondere V' =U & W.

. Wir wissen aus der Vorlesung, dass V' = W, @& Ws, d.h. fiir alle A € V existieren
eindeutige B € W;, C' € W5, sodass A = B+ C. Seienndmlich A € V, B, B’ € W,
und C,C" € Wy, sodass A= B+C = B'+(C',damnist B—B' =C'—C € WiNnW,
und folglich B = B’ und C' = (.

Gegeben A € V, dann schreiben wir Ay, € Wi und Ay, € W fiir die eindeutig

bestimmten Elemente mit
A= Asym + Askew

Definiere
OV, = Wa, A+ Wi = Agew

Bitte wenden!



Wir miissen zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert ist. Angenommen A, A" € V
mit A+ W, = A +W;,.Da0 € Wy, existiert ein B € W;, sodass A’ = A+ B,
folglich gilt

A=A +B = (Asym + Askew) + B
= (Asym + B) +Askew
—_——

eWwy

Es gilt also A’ = Agkew Und somit ist & wohldefiniert. Wir tiberpriifen die Lineari-

skew

tit. Seien A, B € V, dann ist

A+ B :(Asym + Askew) + (Bsym + Bskew)
= (Asym + Bsym) + (Askew + Bskew)

\ J/ (. J

NV vV
eWy eWs

Also ist (A + B)skew = Askew + Bskew und folglich

P((A+ W)+ (B+ W) =0(A+ B)+ W) = (A+ B)arew
:Askew + Bskew
=Q(A+ W) + (B + W)

Ahnlich gilt fiir A € R, dass
A-A=X- (Asym + Askew) =A- Asym+>\ : Askew
N—— N—
cWq eWs
Alsoist (A A)spew = A+ Agpew- Es folgt
DA (A+ W) = BN - A+ W1) = A Agew = A - B(A)

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ eine Bijektion ist. ® ist sicherlich surjektiv, da fiir jedes
A e W, gilt ®(A+ W;) = A. Seien also A, B € V mit ®(A + W;) = &(B + W),
dann gilt

0=P(A+W;)—O(B+ W)
=®((A+ W) - (B+ W)
=®((A— B)+ W)

Alsoist 0 = (A — B)skew = Askew — Bskew und somit folgt

A= Asym + Askew = Asym + Bskew = (Asym - Bsym) +B
—_———

cW

Also ist A + W7 = B 4+ W, und somit ist ¢ injektiv.



