D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2016
Dr. Meike Akveld

Serie 7:

Lineare Abbildungen: Kern, Bild, Rang
und Darstellungen durch Matrizen

1. Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen linear sind.
a) Gegeben ein Vektorraum V' tiber KK, die Abbildung Iy, : V' — V, I/ (v) := v.
b) Gegeben Vektorrdaume V, W iiber K, die Abbildung O : V" — W, v — 0.
¢) Gegeben ¢ € R die Abbildung r, : R? — R? gegeben durch
ro(z,y) == ((cosp)z + (—sing)y, (sinp)z + (cos p)y) fiir (z,y) € R?
Konnen Sie diese Abbildung interpretieren?
d) Gegeben ¢, ..., ¢, € Rdie Abbildung r :== 17, o---0r, .

e) Gegeben eine Gerade g € R? durch den Ursprung, die Spiegelung s, : R? — R?
entlang der Geraden.

f) Die Projektion P : R?® — R? auf die zy-Ebene in R?, d.h. P(z, vy, 2) := (z,y,0)
fiir alle (z,y, 2) € R3.
2. Seien V, W endlichdimensionale Vektorrdume iiber K.
a) Sei T' € Hom(V, W) und sei dim V' = dim V. Beweisen Sie
T ist injektiv < T ist surjektiv

Zeigen Sie, dass keine der beiden Implikationen gilt, wenn die Voraussetzung der
Linearitit fallen gelassen wird.

Bitte wenden!



b) Sei T' € Hom(V, W) injektiv, S C V. Beweisen Sie

S ist linear unabhiéngig < 7'(.S) ist linear unabhéngig

¢) Beweisen Sie, dass End(1/) ein Ring mit Eins ist.

3. Sei V ein Vektorraum iiber K. Ein Endomorphismus P € End(V') heisst idempotent
oder Projektion, falls P> = P. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Wenn P € End(V') idempotent ist, dann ist

V = Ker(P) & Im(P)

b) Seien Wi, W, C V Unterrdaume so dass V' = W; @& W,. Dann existiert eine
Projektion P € End(V) so dass

Wy =Ker(P) und W, =Im(P)

4. Seien V, W Vektorrdume iiber K, sei 7" € Hom(V, W) und sei W/ C W ein Unter-
raum. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Das Urbild 7-!(W’) ist ein Unterraum von V.

b) Es gilt
dim T (W') = nullity(T) + dim(Im(7") N W)

5. Sei V ein Vektorraum iiber K, I C V ein Unterraum. Sei 7 : V — V/W die Abbil-
dungv — v+ W firv e V.

a) Beweisen Sie, dass m € Hom(V, V/iy).
b) Beweisen Sie, dass Ker(r) = W.
¢) Folgern Sie daraus fiir endlichdimensionale V' die Formel

dim Y/ = dim V — dim W

Siehe nachstes Blatt!



6. Online Abgabe Serie 7:

1. Welche der folgenden Abbildungen sind linear?
@ f:R? =R (2,y) = (z+y,22,0).
b)) f:R2 =R (v,y) — (v +y,2z,1).

©) f:K>—=K2% (z,y,2) = (ax + By + vz, 0x + ey + nz) fir fixe o, 8,7,d,,7
im Korper K.

Bitte wenden!



2.Sei T' € End(P,(R)) gegeben durch
T(p(x)) == (z + 1)p'(z)
Gegeben seien die folgenden geordneten Basen von Py(R):
B=(1,z,2* 2% 2*) und C= (1,24 1,27 2% (z +1)%

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
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fir p(z) € Py(R)

Siehe nachstes Blatt!



0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
@ [Mz=]-2 2 2 0 0
0 0 3 3 0
12 —16 —24 —12 4
00 —2 0 12
01 2 0 —16
M [T=[00 2 3 —24
00 0 3 —12
00 0 0 4

3. Im Folgenden bezeichnen B,C geordnete Basen von R?, und bezeichne & =
(€1, e5) die Standardbasis. Sei f : R? — R? die lineare Abbildung

0 —1
c _
(a) Falls B =C = &,, dann ist f eine Drehung um den Ursprung (0, 0) € R2.

(b) Falls B =&, und C = (eg, —ey), dann ist f eine Punktspiegelung im Ursprung
(0,0) € R%

(¢) Falls B=E& und f = I, dannist C = (—eo, €1).

(d) FallsC = & und f die Spiegelung an der y-Achse ist, dann ist B = (e, €1).

4. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
(a) Sei V ein Vektorraum iiber K, B eine geordnete Basis von V. Die Abbildung

V — KimV die jedem Vektor v € V' den Koordinatenvektor [v]z zuordnet, ist
linear.

(b) Sei f: R? — R? linear, und seien Ker(f) # {0} sowie Im(f) # {0}. Dann ist
Ker(f) nIm(f) # {0}.

(¢) Sei f:R"™ — R"linear und Ker(f) = {0}. Dann ist f bijektiv.

Bitte wenden!



5. Zu welcher Abbildung ist

die Darstellungsmatrix beziiglich der Standardbasen?
@ [:R2oR f(z,y) = (22 +y,,2y).

b)) f:R =R f(r,y,2) = 2z +y,x+ 22).

6. Seien V' und W endlich-dimensionale Vektorriume mit geordneten Basen 5 und C,
n = dim(V), m = dim(W) und sei T' € Hom(V, W). So ist [T]§ eine n x m -Matrix.

(a) richtig

(b) falsch

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Vor Freitag, den 11. November 12:00 Uhr mittags
im Fach Threr Assistentin bzw. Ihres Assistenten im HG J 68.



