D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2016
Dr. Meike Akveld

Serie 8:

Komposition und Matrixmultiplikation,
Invertierbarkeit und Isomorphismen
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und Assoziativitit der Matrixmultiplikation impliziert A(BD) = ( 2%;).
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2. a)

b)

¢)

Sei A € M, »,(K) invertierbar und seien B, C € M, (K) zwei Inverse von A,
dann ist
C =1,C = (BA)C = B(AC) = BI, = B

und somit ist die Inverse eindeutig.

Wir zeigen zuerst, dass L4 invertierbar ist. Da AB = I, gilt Ker(Lap) =
Ker(7,) = {0}.

Daraus folgt bereits, dass L 4 invertierbar ist. Um das zu sehen, zeigen wir zuerst,
dass Ker(Lg) = {0}. Sei v € Ker(Lp), dann ist

LAB(’U) = (LA ©) LB)(U) = LA(LB<U)) = LA(O) = 0
alsov € Ker(Ly o Lg) = Ker(Lag) = {0} und folglich Ker(Lg) = {0}. Da
Lp : K" — K", ist L bijektiv. Also ist L g invertierbar und somit

(Lg) ' =L;, o(Lg) ' =(LaoLp)o(Lg) ' =Lso(Lgo(Lp)™) =1Ly

Da Lp invertierbar ist, ist auch L4 = (Lp)~! invertierbar und wie in der Vorle-
sung gezeigt ist also A invertierbar.

Es folgt
BA=1,(BA) = (A'A)(BA) = A Y (AB)A=A"'"[,LA=A"A=1,
und somit BA = AB = I,, und B ist eine Inverse von A, sprich B = A~!,

e Berechne

(AB)")ij = (AB)ji = Y AjBr = Y (A")(B )i = (B"AT),

k=1

e Sei A invertierbar und sei B € M, ,(K) mit AB = BA = I,. Dann ist
wegen dem soeben gezeigten

ATBT = (BAY = 1" = I, und B'AT = (AB)' = I' =1,

n

Also ist AT invertierbar und (A7)~! = BT = (4~1)T.
e Seien A, B invertierbar, dann ist wegen der Assoziativitdt der Matrixmulti-
plikation

(B'A™)AB =B (A"A)B=B"'I,B=B'B=1I,

und
AB(B'A™Y = A(BB YA = A[LA™' = AA™ =1,

Also ist AB invertierbar und (AB)™' = B~1A~%
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3.

a) Reflexivitiit: Sei |/ ein Vektorraum, dann ist [y, : V' — V bijektiv — also inver-
tierbar — und linear, folglichist V= V.
Symmetrie: Seien V. W Vektorraume iiber K und V' = W, dann existiert 7' €
Hom(V, W) invertierbar. Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, istdann 7! €
Hom (W, V). T~ ist invertierbar, folglich gilt W = V.
Transitivitit: Seien U, V, W Vektorrdume iiber Kund U = V, V = W. Dann
existieren 73 € Hom(U, V'), T, € Hom(V, W) invertierbar oder (dazu dqui-
valent) bijektiv. Dann ist 75 o T} : U — W ebenfalls bijektiv und, wie in der

Vorlesung besprochen, linear. Also ist 75 077 € Hom(U, W) invertierbar und
folglich U = W.

b) 1. “=": Sei T injektiv und sei {vy,...,v,} eine Basis von V. Fiir alle i sei
w; := T'(v;). Da T injektiv ist, ist {wy, ..., w,} C W linear unabhéngig.
Seien wy 41, ..., w, € W so dass {wy,...,w,,} eine Basis von W ist.

Wie in der Vorlesung bewiesen, existiert genau ein S € Hom (W, V'), so

dass
Suwi) = {vi falls1 <7 <n
0 sonst
Fir 1 < i < ngilt (ST)(v;) = S(T(v;)) = S(w;) = v; und somit ist
ST = Iy.
“<=": Angenommen S € Hom(W, V') mit ST = Iy.. Sei v € Ker(7'), dann

istv = Iy(v) = (ST)(v) = S(T(v)) = S(0) = 0, folglich ist 7" injektiv.

2. “=": Sei T surjektiv und sei {wy, ..., w,,} eine Basis von W. Da T surjek-
tiv ist, finden wir vy, ..., v,, € V sodass w; = T'(v;).Sei S : W — V die
eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit S(w;) = v; — man sagt auch
S ist die lineare Erweiterung von S(w;) := v; —, dann ist

(T'S)(wi) = T(S(wi)) = T(v:) = w

und somit ist 7'S = Iyy.

“=": Sei S € Hom(W, V) beliebig. Sei w € Im(7T'S), dann existiert w € W
mit w = (T'S)(w) = T(S(w)) und somit w € Im(7"). Wir haben also
gezeigt, dass Im(7'S) C Im(T).

Sei nun also S € Hom (W, V') mit T'S = Iy, dann ist

W =TIm(ly) = Im(TS) C Im(T)
und folglich ist 7" surjektiv.
a) Wiein der Vorlesung gezeigt, gilt fiir beliebige A € M,,«,,(K) und B € M, ,(K)

die Gleichung
LA o LB = LAB
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b)

a)

Folglich sind L% = L 42 und L% = L 43. Wir berechnen

2 2 —10\ /2 2 —10 6 —12 6

A2=1[1 2 -7 1 2 -7|=14 -8 4
0 2 —4 0 2 —4 2 —4 2
2 2 —10\ /6 —12 6 000

AA=[1 2 -7 4 -8 4|=1000
0 2 —4 2 —4 2 000

Also ist L% # 0 (bspw. ist L% (e1) = (6,4,2)7), und L3 = 0.

Seien w := ey, v := La(w) und u := L 4(v). Wir miissen zeigen, dass {u, v, w}
linear unabhéngig ist. Seien A, i, v € R und

1 2 6 A+ 24+ 6v
O= w+pw+vu=A|{0|+upll]+v 4] = W+ 4v
0 0 2 2v

dann folgt A = p = v = 0 und folglich ist {u, v, w} linear unabhingig. Es ist
(wie bereits oben berechnet)

2 2 —10 6 0
La(uy=11 2 -7 41=10
0 2 —4 2 0

wie gewiinscht.

Es gilt
La(u) =0 = 0u+ O0v + 0w
La(v) =u = 1u+ O0v + 0w
Ly(w) =v = 0u+ 1v+ 0w
und folglich

O O =
O = O

0
[Lal@uww)y =0
0

Wir berechnen (Ag");;. Wir wissen, dass

n

(Ag”)ij = D (Ag)ik(Ag)ks

k=1
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Angenommen r > 2 und

n r—2
(A= > (A (A, [ [(ADkik.
kiyeoykr—1=1 =1
Dann ist
(Ag" )i = (AgNiw(Ag)k;
k=1
n r—2
= > (A9 A9k 1x(AQ)k; [ [(Ad) ki
ket for—1 =1
n r—1
= > (Ag)irs (Ag)ks [ [(A0)kubs
Ktk 1=1
Nun ist
r—2
(Ag>ik1 (Ag>kr—lj H(Ag)kzkurl
I=1
_ )1 falls (Ag)ie, = (Ag)kki, = (Ag)k, i =1
0 sonst
Alsoist (Ag)ik, (Ag)k,_1; ;;E(Ag)klkm = 1 genau dann, wenn (i, ky, ..., k.1, )

ein Weg in G der Lédnge 7 von ¢ nach 7 ist und O sonst.

Somit ist (Ag");; = m genau dann, wenn es genau m Wege der Linge 7 in G von
i nach j gibt und die allgemeinere Aquivalenz folgt sofort.

b) Wirsageni € V ist dominant, falls (Ag -+ Ag?);; > 0 fiir alle von i verschiedenen
j €. Seii € V beliebig und sei j € V mit (Ag + Ag?);; = 0. Wir behaupten,
dass jedes durch i dominierte Element durch ;7 dominiert ist. Angenommen ¢
dominiert £ und j dominiert k nicht, dannist A;; = 1 und Aj;, = 0, also Ay; =1
und folglich

(Ag + Ag?)i; = Aij + Z AjgAy > AyAgy =1
=1

im Widerspruch zur Annahme.

Im Folgenden sei d(i) := {j € V | i dominiert j}. Sei ip € V beliebig. Falls
(Ag + Ag?)i,; > 0 fiir alle von i, verschiedenen j € V, dann sind wir fertig.
Andernfalls existiert ein i; € V mit (Ag + Ag?)ipi, = 0.

1011
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Seien nun ig,...,4, € V mit (Ag + Ag%)i,, = 0 fir 0 < I < r. Wegen
(Ag + AgQ)im+1 = 0 ist insbesondere A;,,,;, = 1 und somit ist d(4;) < d(i41).
Also ist r < d(i,). Falls i, dominant ist, sind wir fertig. Andernfalls existiert
iry1 € V mit (Ag + Ag®)ini,,, = Oundes gilt r +1 < d(i,4;). Da d(i) <
|[V| — 1, ist dies nur endlich viele Male moglich, d.h. die Konstruktion bricht
irgendwann ab. Es existiert also ein r* so dass (Ag + Ag?);,.; > 0 fiir alle von
1+ verschiedenene j € V.

Die bilineare Fortsetzung heisst, dass fiir jedes v € V' die Abbildung
V=2 Viw—v-w

ein Endomorphismus, und dass die Abbildung ¢ : V' — End(V), v — ¢, ein
Homomorphismus ist. Wir bemerken, dass

(Puopu)(w) =u-(v-w) und @, m)(w) = (u-v)- w
Das heisst, wir fordern ¢, o ¢, = @y, (). Wir nennen dies im Folgenden die
Assoziativitdt von .
Im Folgenden sei 5 = {1,1, j, k}.
Fiir jedes v € V ist ein ¢, wie oben durch (¢, (1), v, (1), ©u(j), pu(k)) vollstin-

dig bestimmt und ¢ ist durch (1, @i, 5, ¢x). 1 = Iy ist sicherlich wohldefi-
niert. Gegeben ¢1, ¢4, ¢j, p; € End(V') wie in der Aufgabenstellung, d.h.

1 =1y
ei(1) =i, ¢i(i) =al, ¢i(j) =k ©)
ei(1) =J,  wii) = -k, () =01
so dass ¢, 0 Q,, = Py, () flir alle v, w € B, dann folgt aus der Assoziativitit und
der Linearitit von ¢, dass

ei(k) =i 0 i) (J) = @pi() () = Par ()
=(ap1)(j) = ap1(j) = aj

pi(k) =(p5 0 9-5)(1) = Py (1) = p-n(i)
=(—bp1)(i) = —bp1 (i) = —bi

SOWIE P = Py (j) = ¥i © ;. Also sind 1, 5, 5, px durch Annahme der Asso-
ziativitdt und Linearitédt von ¢ sowie Relationen in () vollstindig bestimt und
somit auch die lineare Abbildung .

Seien nun 1, ¢, ¥j, Yk die eindeutigen Endomorphismen von V' von oben, d.h.
©1, i und ¢ erfiillen die Relationen in (9), pi(k) = aj, ¢;(k) = —bi und
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Yk = @i o ;. Wir definieren ¢ € Hom(V, End(V)) als die eindeutige lineare
Abbildung mit
Yo e B: pv) =g,

Wir miissen zeigen, dass ¢ assoziativ ist. Zuerst iiberpriift man explizit, dass fiir
alle u, v € B gilt

Pu © Pov = Py, (v)
Tatsichlich ist
P10Pu =Py =puop1 (u€B)

und da ¢1(u) = ¢,(1) = wu fur alle v € B, folgt die Assoziativitidt von ¢
fiir Paare in B, wo mindestens ein Element gleich 1 ist. In den anderen Fillen
tiberpriift man explizit. So ist beispielsweise ¢, (k) = —by; und folglich

@50 (1) =p3(k) = —bi
5 0 oic(i) =5 0 5 0 @i(i) = —pj 0 wi(k) = —aw;(j) = —abl
e 0 pr(J) =pj o piop;(j) = b% o pi(1) = by;(i) = —bk
©; 0 pr(k) =pj 0 ¢ 0 pj(k) = —bypj o pi(i) = —aby;(1) = —abj
) = —bpi(1) = —bi

)

)

Dies beweist, dass 5 0 gk = @, (k). Die anderen Félle tiberpriift man analog.
Seien nun uy, uz, vi,v2 € V gegeben, so dass o, 0 @, = P, (v)) flrs,j =1,2.
Dann ist fiir Ay, Ao, i1, po € K

Priut+rous © Puivi+pous :(Algpul + )‘%Ouz) o (MlSﬁvl + M%OUQ)

2
=D Aiti(Pu 0 00) = D it wy)

ij=1 ij=1
= § /\i%pui(uwl-&-uzvz)
i=1

:90)\14;%1 (p1v1+p2v2) + SO/\QQDuQ (p1v1+p2v2)
ZPx1ur +rgug (H1V1+p202)

Also gilt die Assoziativitét von ¢ fiir Linearkombinationen zweier Elemente in B.
Das Argument nochmals angewendet auf solche Linearkombination, liefert die
Assoziativitit fiir Linearkombinationen von vier Elementen in 3 und da letzteres
eine Basis ist, folgt Assoziativitidt von  fiir alle Paare in V' x V, d.h.

Pu © Py = P, (v) (u> v e V)

Bitte wenden!



1 1 |-i] =j| -k
i —i|al| =k | —aj
j —j| k| Dl bi

k | —k|aj|—bi|—abl

Tabelle 1: Tabelle der w - fiir u,v € B.

b) Seien A € Kund v, w € V mit

v =x11 + Toi + 23j + 24k
w =y11 + yoi + y3j + yak

Dann ist

v+ Aw =(z1 + Ay1)1 — (2o + A\y2)i — (23 + Ay2)j — (24 + Ays)k
:(CL'11 — ZEQi — Il'gj — $4k) + )\(yll — ygl — ygj — y4k) =7U+ AW

SeiTi : V — V die Abbildung
V= [v](l,i,j,k) (U - V)

Sei A € My.4(K) gegeben durch

1 0 0 0
0 -1 0 0
A=10 0 1 o
0 0 0 -1

Dannist 7 = (Tz"' o L o Ti)(v) (man iiberpriift dies auf den Elementen von )
und wegen L 2 = Lj, = g4 ist somit

(Ty'oLaoTg)o (Tg'oLaoTs)(v)

(Tgl o LA OLA OTB)(U)
(Tt o LazoTp)(v) =v

v

Also ist - eine Involution. Man tiberpriift fiir Elemente von B leicht, dass - an-
timultiplikativ ist (vgl. Tabellen 1 und 2). Nun argumentiert man wie bei der
Assoziativitidt von ¢: Angenommen 1, ug, v1,v2 € V, so dass u; - v; = v; - Uy,
und A\, Ao, 1, po € K. Dann ist

2 2
(Arur + Agua) - (pav1 + pava) = Z Aiftju; - vj = Z Aiftj05 - g

1,j=1 1,j=1

Siehe nichstes Blatt!



c)

<l
S
—
-
(-
=

1 1-1=1 |i-1=—-i| j-1=—j | k-1=-k
i 1-i=—-i |i-i=al|j-i=-k | k-i=—qj
j 1-j=—j |i-j=k | j-j=01 k-j=0bi

k 1-k=-k|i-k=qaj|j-k=-bi|k-k=—abl

Andererseits ist

{101 F favs - Ajug + Agua =(pn 01 + polz) - (ATUr + A2lsz)

2
:Z)\iﬂjv_j'u_i

4,j=1

Dies beweist, dass - fiir Linearkombinationen von zwei Elementen in K anti-
multiplikativ ist. Dasselbe Argument nochmals angewendet auf Paare solcher
Linearkombinationen impliziert, dass - fiir beliebige Linearkombinationen von
Elementen in B antimultiplikativ ist.

Wir bemerken, dass N(z) = z-T =7 -7 = x-T = N(z). Es reicht also zu
zeigen, dass © € (1) genau dann, wenn T =

8

“=": Falls © € (1), dann ist x = A1 fiir ein A € K und also per definitionem
T=A =z
“” Seiw = 211 + 291 + x3j + 24k, und sei x = 7, dann ist

O=x—7= 2$2i+21’3j+21‘4k
und folglich sind 0 = x9 = 23 =z, und x € (1).

Fiir u, v € Bist genau dann u-v € (1), wenn u = v. Daraus und aus N (x) € (1)
folgt

N(z)=231-1—23i-i—23j-j— 23k -k
=(2% — ax3 — baj + abxi)1

Fiir die Multiplikativitit berechnen wir

S]]
=
<
S~—

H
=
=

=
=
&

dadl-v=wv-AlfuralleveV.

Wir zeigen, dass € V' genau dann invertierbar ist, wenn N (x) # 0. Angenom-
men z € V ist invertierbar, d.h. es gibt y € V', so dass zy = 1. Dann ist

1= N(1) = N(zy) = N(z)N(y)

Bitte wenden!



d)

e)

und folglich ist N(x) # 0. Fiir die andere Richtung sei N(z) # 0, d.h. es gibt
A € K\ {0}, sodass N(z) = AL. Dann gilt

r-A'Z) =2z 7) =N =1

Wir wissen von oben, dass fiir ein Element z € H_; _;(R) gilt
N(z) = (27 + 25 + 23 + 7)1
Somitist N(z) = 0 genau dann, wenn x = O und H_; _(R) ist ein Schiefkorper.

Wir miissen zeigen, dass fiir z € Q? gilt

x] — ary — pr;+apr; =0=x=0

Sei z € Q* wie oben. Schreibe z; = - mitr; € Z und s; € N. Dann ist
2.2.2.2/.2 2 2 2
0 =sys3838; (2] — axy — pr3 + apry)
=(r1595354)% — a(s1725354)% — p(51597354)% + ap(s1525374)>
Das heisst, es reicht zu zeigen, dass fiir € Z* gilt

r} — ary — pritapri =0=1=0

Seialso z € Z* \ {0} so dass

x] — axy — pr; + apri =0
Beachte, dass wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass die z; alle teilerfremd sind,
dh.n € Zundn | x; fur 1 <i < 4 impliziert n = +1. Es ist

2 —az5=0 modp
Falls 22 # 0 mod p, dann ist 3 invertierbar mod p und folglich auch x5, d.h.
es gibt n € Z so dass nxo =1 mod p und also

2

a = n*axs = (nx1)> mod p

Da aber nach Annahme a kein Quadrat ist mod p, folgt dass 22 = 0 mod p,
also p | xo. Des Weiteren 23 = 0 mod p und folglich p | x;. Also existieren
Y1, Yo € Z, so dass
PPyt — ap’ys — pai +aprt =0
und folglich
pyi — apys — a3+ axi =0

Also ist ax? = 22 mod p. Falls x4 # 0 mod p, dann folgt wieder ein Wi-
derspruch zur Annahme, dass a kein Quadrat ist mod p und wir finden mit

demselben Argument wie bereits zuvor, dass p | z3 und p | x4. Das impliziert
aber, dass p | z; fir 1 <i <4, im Widerspruch zur Teilerfremdheit der x;.



