Dr. M. Akveld Lineare Algebra I HS 2017

Theorem 2 aus §2.11

Theorem: Seien V', W endlich dimensionale Vektorrdiume tiber K mit geordneten Basen
B und C. Fiir jede lineare Abbildung T € Homg(V, W) definieren wir die sogenannte
duale Abbildung T : W* — V* durch
T*(g) :=goT mit ge W*

Es gilt:

i) T* € Homg (W*, V¥)

g 1 B* T

it) [T = ([11%)
Beweis: Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung 7* wohl-definiert ist, d.h. dass T*(g) €
V* fur g € W*, was wiederum heisst, dass T*(g) eine lineare Abbildung von V' nach K
ist. Aus der Definition folgt, dass

T*(g)2V£>Wi>KZUP—>T(U>I—>g(T(U))

also geht T*(g) von V nach K und da die Komposition von linearen Abbildungen linear
ist, und sowohl 7" wie auch ¢ linear sind, ist die Abbildung 7*(g) linear.

i) Wir miissen nun zeigen, dass die Abbildung 7™ selber ein Homomorphismus ist (d.h.
linear ist). Es gilt fiir beliebige g1,92 € W* und A € K

T (g +A-g2) =1+ A g)oT =gioT+A-gaoT =T"(g1) + X-T"(g2)

Also wir haben T* € Homg (W*, V*).

ii) Sei B = (vy,...v,) eine geordnete Basis von V und B* = (fi,..., f,) die dazu
gehorende duale Basis d.h. fi(v;) = §;; und sei C = (wy,...w,) eine geordnete Basis
von W und C* = (¢1,...,9m) die dazu gehorende duale Basis d.h. g;(w;) = 0;;. Sei
A = [T)% € My n(K) die Darstellungsmatrix von T und B = [T*]5. € Mym(K) die
Darstellungsmatrix von 7. Es gilt 7%(g;) € V* und kann also als Linearkombination
der Elementen von B* geschrieben werden und zwar genau so (die j. Spalte der Darstel-
lungsmatrix ist der Koordinatenvektor des Bildes des j. Basisvektors):

T*(g;) = ZBijz
=1
und somit gilt
T*(g;)(vi) = Y Bifi(wi) = > Bijdu = By (1)
=1 =1

Gleichzeitig gilt aber

(gj o T)(vi) = g;(T(vs)) = g5 (Z Akz‘wk> =3 Awgi(we) =D A=Ay (2)
k=1 k=1 k=1



Das dritte Gleichheitszeichen folgt aus der Linearitét von g;. Da nun aber die linken
Seiten von (1) und (2) gleich sind gilt

Bij = T"(g;)(vi) == (gj o T)(vs) = Ajy = (AT)ij

und somit B = AT und die Behauptung folgt. |



