D-MATH Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung 2:
Relationen, Abbildungen, Michtigkeit

1. Gegeben n, m € Z schreiben wir
m|n<3dkeZ: n=km

Wir sagen m teilt n. Eine Zahl n € Z ist gerade, genau dann wenn 2 | n.

a) Gegeben n € Z gilt n — n = 0 und also ist = reflexiv (da 0 gerade ist).
Angenommen 2 | n — m, dann n — m = 2k firein k € Z und also m — n =

—2k = 2(—k), so dass 2 | m — n. Das zeigt

n=m=m=n

und somit ist = symmetrisch.
Angenommen 11, Ny, N3 € Z so dass ny = ny und ny = ng, und seien ki, ky € Z
so dass
ni—ni+1:2ki Z:1,2
Dann gilt
n1 —ng = (N1 — na) + (ng — ng) = 2k + 2ky = 2(k1 + ko)

Es gilt also 2 | n; — n3 und da nq, ny, n3 beliebig waren, folgt die Transitivitit
von =.

Seien [0] C Z und [1] C Z die Restklassen von O und 1. Da 1 # 0, gilt [1] N [0] =
{}. Sei nun n € Z, dann ist entweder n gerade, in welchem Falle n = 0, oder n
ist ungerade, also n = 1. Tatsdchlich sei &k = max{l € Z | 2 < n}, dann folgt
aus 2 1 n, dass 2k < n, und aus der Maximalitit von k, dass 2(k + 1) > n, also

2k <n<2k+2

und folglich n = 2k + 1, bzw. n = 1. Es gilt also [0] U [1] = Z — wobei U die
disjunkte Vereinigung bezeichnet — und somit ist

(z/ =) =0}, 1]}

Bitte wenden!



b)

d)

Die resultierende Relation ist keine dquivalenzrelation, da sie zwar symmetrisch,
aber weder reflexiv noch transitiv ist. Fiir n,m € 7Z ist wegen Teil (a) n — m
ungerade genau dann, wenn n —m = 2k + 1 fiirein £ € Z. Aber n —n = 0 und
also wiire die neue Relation nicht reflexiv. Sie wiire symmetrisch, da

m—-n=—02k+1)=2(-k)+(1-2)=2(-k—1)+1
Transitivitiat wire ebenfalls nicht erfiillt. Seien kq, ks € 7Z so dass
ng—nj =2k+1 i=1,2
dann folgt
ny—n3 = (ng —ng)+ (ng —n3z) =2k; + 1+ 2ky + 1 =2(ky + ko + 2)

und also 2 | ny; — ng.

Die Vorgehensweise ist dieselbe wie fiir die Relation = von oben. Da n | 0, gilt
m ~,, m fiir alle m € Z und folglich ist die Relation reflexiv.

Seim — [ = kn furein k € Z,dh. m ~, [, dann gilt | — m = —kn = (—k)n
und also n | [ —m, i.e. [ ~, m. Somit ist ~,, symmetrisch.

Seien wieder m, mo, ms, k1, ko € Z so dass

mi—miﬂzkm Z:1,2
Dann folgt
my —mgz = (my —ma) + (Mg —mg3) = (k1 + ka)n

und folglich my ~,, mg, my ~, mg = my ~, ms.

Seien [0], ..., [n — 1] die Restklassen von 0,...,n — 1. Seien 0 < k < [ < n,
dannist 0 < [ — k < nund folglichn t [ — k, d.h. [k]N[l] = {}.Seil € Z
beliebig und sei k := max{l € Z | kn < [}. Per definitionem gilt

kn<l<kn+n

beziehungsweise 0 < [ — kn < n, also [ — kn = m fiir ein 0 < m < n und also
[ ~, m,und dal € Z beliebig war folgt

L] ~n=A{[m] [0 <m <n}

Sei x € X, dann gilt

min{xp(z), o)} = 1 < yp(r) = 1A xolz) = 1
< re€PANreQ (<= xpglx)=1)
< xp(x) =1Axg(x)=1
= xr(@)xqlz) =1.

Da X png, Xp - Xo und min{x p, x¢} nur Werte in {0, 1} annehmen, stimmen die
Abbildungen alle punktweise iiberein.

Siehe nichstes Blatt!



b) Sei x € X, dann gilt

max{xp(z),xo(z)} =1 < xp(x) =1V xo(r) =1

< re€PVreQ (< xpulr)=1)

— xp(®) =1Vxq(z) =1

— (xp() =1Axq(x)=1)
V (xp(z) = 1XOR xg(x) =1)

— (xp(z) =1AXxq(x) =1 A xpro(z) = 1)V
(xp(z) + x@(z) = 1 A XpPno(z) =0)

< xr(z) + X@(®) = xpng(r) = 1.

In Analogie zur vorangehenden Teilaufgabe reicht es zu zeigen, dass die Abbil-
dung f = xp + xo — Xpno nur Werte in der Menge {0, 1} annimmt. Da jede
einzelne Abbildung nur Werte in {0, 1} annimmt, wissen wir, dass fiir alle z € X
gilt f(z) € {—1,0,1,2}.

Angenommen f(x) = —1, dann ist xp(x) = xo = 0und xpng = 1. Aus
den ersten Gleichungen folgt + € P Az ¢ () und aus der zweiten Gleichung
r € PN Q. Es folgt aus der ersten Aussage —(z € PVz € Q),bzw.x ¢ PUQ,
im Widerspruch zu x € P N Q. Insbesondere ist also f(z) # —1 fiirale z € X.

Angenommen f(z) = 2, dann ist xp(x) = xg(x) = 1 und xpng = 0. Aus
den ersten Gleichungen folgt v € P A x € Q und somit x € P N Q. Die letzte
Gleichung impliziert x ¢ P N Q. Das ist absurd. Insbesondere ist also f(x) # 2
fiir ale € X und f nimt nur Werte in {0, 1} an.

Da xpug, max{xp, xo} und xp + xo — Xpng nur Werte in {0, 1} annehmen,
und da wir oben gezeigt haben, dass gilt

xrue(®) =1 = max{xp(z), xo(*)} =1 <= xr(®)+xe(®)—xrne(r) =1

folgt

e

xrug(T) #1 <= max{xp(r),xqo(*)} #1 < xp(r) + x@(¥) — XPno(r) # 1
= Xpue(?) =0 <= max{xp(z),xq(r)} =0 <= xp(z) + xq() — Xrne(z) = 0.

Folglich stimmen die Funktionen iiberein.

c¢) Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung f = x p— x png nur Werte in {0, 1} anneh-
men kann. Da die Abbildungen y p und x png Werte in {0, 1} annehmen, wissen
wir, dass f Werte in {—1,0,1} annnimmt. Sei z € X mit f(z) = —1, dann
gilt xp(z) = 0 und xpno(z) = 1, und folglich ist gemiss der ersten Gleichung
x ¢ P und gemiss der zweiten Gleichung x € P N @ C P. Das ist absurd und
folglich ist f(x) # —1 firalle z € X.

Bitte wenden!



d)

e)

a)

b)

Es gilt

reP\Q
reEPANx&ZQ
reEPNzE€PNQ
xp(r) = 1A xpng(z) =0
xp(z) — Xpng(r) = 1.

xp(r) =1

11117

Da xp\o und xp — X pne nur Werte in {0, 1} annehmen, stimmen die Abbildun-
gen punktweise iiberein.

Esist P = X \ P, und somit folgt aus der vorangehenden Teilaufgabe, dass fiir
alle z € X gilt

Xpe() = XX\P(-CL") = Xx(7) = xprx () =1 - xp().
Da x beliebig war, folgt die Behauptung.
Da xp und x¢ nur Werte in {0, 1} annehmen, nimmt die Abbildung xp — x¢

Werte in {—1,0, 1} an, und somit ist der Wertebereich von (xp — x¢g)? enthalten
in {0, 1}.

Sei x € X, dann ist
xrag(r) =1 <= 2€ PAQ <= € PUQAxz ¢ PNQ
< xrue(®) = 1A Xxpug(z) =0
= xp(@) + xo(@) — xp(@)xq(x) = 1A xp(x)xq(z) =0
= (xp(®) =1Axq( ) 0) vV (xp(z) =0AXxq(z) =1)
= (xp(r) — xo(2))* = 1.

Da die Abbildungen ypag und (xp — xg)? nur Werte in {0, 1} annehmen, folgt
die Behauptung.

Seien 1,29 € X mit (go f)(x1) = (go f)(x2). Wir miissen zeigen, dass z; = 2o
folgt.

Esist g(f(z1)) = (go f)(x1) = (g o f)(x2) = g(f(x2)) und somit folgt aus der
Injektivitit von g, dass f(z1) = f(x2) ist. Da f injektiv ist, folgt also x; = .

Somit ist g o f injektiv.

Sei z € Z. Da g surjektiv ist, existiert ein y € Y, sodass g(y) = z ist. Da f
surjektiv ist, existiert ein = € X, sodass f(x) = y gilt. Es folgt

(go filx) =g(f(x)) =g(y) =

und da z € Z beliebig war, ist g o f also surjektiv.

Siehe nichstes Blatt!



c)

d)

e)

b)

Da f und g bijektiv sind, sind f und g insbesondere injektiv und surjektiv. Somit
ist g o f injektiv und surjektiv und somit bijektiv.

Wir schreiben Y = f(X) U f(X)° Seiy € f(X), dann existiert aufgrund der
Injektivitdt von f ein eindeutig bestimmtes z, € X, sodass f(z,) = y. Definiere
g(y) =z, firy € f(X). Falls f(X)¢ = {} gilt, ist g als Abbildung von Y nach
X wohldefiniert. Andernfalls wihlen wir ein beliebiges z. € X und definieren
g(y) = x, firalley € f(X)° Da f(X) und f(X)° disjunkt sind, erhalten wir
eine wohldefinierte Abbldung g : ¥ — X.

Seinun x € X, dann ist per definitionem = = x(,), und folglich

9(f(x)) = x4p) = x = idx(z).
Da x beliebig war, folgt die Behauptung.

Die Mengen f~'{y},y € Y, bilden eine Partition von X, denn da f wohldefiniert
ist, existiert fiir jedes € X ein y € Y, sodass f(z) = y ist, und fiir beliebige
Y1,Y2 € Y mit y; # yo ist

Ty n et = n{w)) = {3 ={}

Fiir jedes y € Y withle man nun ein z, € f~'{y} und definiert g : ¥ — X durch
g(y) = x,, insbesondere ist also g(y) € f~{y} firalley € Y. Seiy € Y, dann
ist g(y) € f~'{y} und folglich f(g(y)) = y = idy(y). Da y beliebig war, folgt
die Aussage.

Achtung: Die Losung verwendet das Auswahlaxiom. Dieses wird sowohl in der
Analysis- als auch in dieser Vorlesung vorausgesetzt. Es ist nimlich nicht ohne
weiteres klar, dass wir fiir jedes y € Y ein x in f~!{y} wihlen konnen. Tatséich-
lich ist die Aussage, dass jede surjektive Abbildung eine Rechtsinverse besitzt
zum Auswahlaxiom dquivalent. Siehe hierfiir [1, p. 185].

Seien my, ny € Nomitey(my) = 24 (ny), dann gilt (my, 0) ~ (n1,0) und folglich
my + 0 = ny + 0, also m; = n,. Folglich ist 2, injektiv.

Seien mg, ny € No mite_(ms) = 2_(nsg), dann gilt (0, ms) ~ (0, n2) und folglich
0 4 ng = 0 4+ mo, also mg = ne. Folglich ist 2_ injektiv.

Angenommen, der Schnitt ist nicht leer. Sei [(m, n)] € 1, (Ng) Ne_(N), dann exi-
stieren my € Ny und ny € N, sodass 2, (m1) = [(m,n)] und 1 (ny) = [(m,n)].
Insbesondere ist also [(mq,0)] = [(0,n2)] und somit (my,0) ~ (0,n2). Es gilt
also my +ny = 0+ 0 = 0. Dies ist absurd, da m; > 0 und n, > 0 und somit
my + ny > 0 gilt. Es folgt also, dass 2, (Ng) N2_(N)

Bitte wenden!



¢) Sei (m,n) € N2, und sei m > n, dann ist m — n € Ny und es gilt (m — n,0) ~
(m,n), denn (m —n) +n = m = m + 0. Folglich ist [(m,n)] = 1,(m —n) €
7/+(N0).
Angenommen m < n, dann ist n —m € Nund es gilt (m,n) ~ (0,n —m), denn
m + (n —m) =n = 0+ n. Folglich ist [(m,n)] € +_(N).

Da (m,n) € N2 beliebig war, haben wir gezeigt, dass fiir alle (m,n) € N2 ein
my € Ny oder ein ny € N existiert, sodass (m,n) € 1,(my) oder (m,n) €
1 (ng) gilt, insbesondere also [(m,n)] = 1, (my) oder [(m,n)] = 1_(ng). Da
jedes Element in N2/ ~ von der Form [(m, n)] ist fiir ein (m,n) € NQ, folgt also

Np/ ~C 24 (No) U2 (N)

und somit die Gleichheit.
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