D-MATH Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Serie 2:
Abbildungen, Relationen & Michtigkeit

1. Auf Z definieren wir eine Relation = durch
Ve, y €Z : (xr =y < x — y ist gerade)

a) Zeigen Sie, dass = eine Aquivalenzrelation definiert. Bestimmen Sie die Menge
der Restklassen.

b) Ersetzen Sie in der Definition von = das Wort “gerade” durch “ungerade”. Wel-
che Eigenschaften einer Aquivalenzrelation werden erfiillt, welche nicht?

¢) Firn € Z mitn > 2 sei ~,, die Relation
Ve, y € Z: (x ~, y < nteiltx — y)

Wenn x ~,, y, dann sagen wir auch z und y sind dquivalent modulo 7 und schrei-
ben z =y mod n. Zeigen Sie, dass ~,, eine Aquivalenzrelation auf 7 definiert.

d) Bestimmen Sie die Menge der Restklassen Z/ ~,,.

Bemerkung: Die Menge 7/ ~,, wird hiufig auch Z/nz geschrieben und ist — wie wir
noch besprechen werden — ein Ring, ndmlich der Restklassenring modn.

2. Sei X eine Menge und seien P, () Teilmengen von X. Beweisen Sie die folgenden
Identitéten.
a) xpne = min{xp, Xxq} = Xr " Xo-
b) xpug = max{xpr,Xq} = Xr + Xo — XPno-

€) XP\Q = XP — XP " XQ-

Bitte wenden!



d) xpe=1-xp.

e) xrag = (xr —xq)*

“3. Seien X, Y, Z nicht-leere Mengen.
a) Seien f : X — Y und g: Y — Z injektiv. Zeigen Sie, dass g o f injektiv ist.
b) Seien f: X — Y und g : Y — Z surjektiv. Zeigen Sie, dass g o f surjektiv ist.
¢) Seien f : X — Y und g : Y — Z bijektiv. Zeigen Sie, dass g o f bijektiv ist.

d) Sei f : X — Y injektiv. Zeigen Sie, dass f eine Linksinverse besitzt: Es existiert
eine Abbildung g : Y — X, sodass g o f = idy ist.

e) Sei f : X — Y surjektiv. Zeigen Sie, dass f eine Rechtsinverse besitzt: Es
existiert eine Abbildung ¢ : Y — X, sodass f o g = idy ist.
4. Im Folgenden betrachten wir die Aquivalenzrelation ~ auf N2 gegeben durch
(ml,mQ) ~ (nl,ng) <~ My +Ng =Ny + Mo

zusammen mit den Abbildungen 1, ,2 : Ng — N2/ ~, 1, (n) = [(n,0)] und 2_(n) =

[(0,n)].
a) Zeigen Sie, dass 2, und ¢_ injektiv sind.
b) Zeigen Sie, dass 2 (Ny) Ne_(N) = {} gilt.

¢) Zeigen Sie, dass N2/ ~= 1, (Ny) Uz_(N) ist.

5. Online-Abgabe

Siehe nachstes Blatt!



1. Seien X,Y Mengen, f : X — Y eine Abbildung, A;, A, C X und By, B, C Y.
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(@ f(AUA) = f(A) U f(As)
(b) fTH(B1UBy) = fTH(B1) U fT(B)
© f(ALNAy) = f(A) N f(Ag)
) fTH BN By) = f7H(B1) N f7(Bs)
(@ f(A1\ Az) = f(A1)\ f(A2)
6 fTHBi\ Ba) = f7H(B1)\ [TH(Ba)

2. Welche der folgenden Aussagen iiber die Méchtigkeiten von Mengen sind richtig?
(a) N und die Menge der geraden Zahlen sind gleichmichtig.

(b) N und die Menge der Primzahlen sind gleichmichtig.

(¢) {0,1}°und {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j} sind gleichmichtig.

(d) {0,1}? und {a,b} sind gleichmichtig.

(e) {0,1}3und {1,2,...,8} sind gleichmichtig.

Bitte wenden!
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Abbildung 1: Bilder zu MC-Aufgabe 3.

3. Welche der Bilder in Abbildung 1 sind Graphen einer injektiven bzw. surjektiven
Funktion f : [a,b] — [c, d]?

(a)
(b)
(©)
(d)
(e)
(6
(2)
(h)

@)

1 ist injektiv
2 ist injektiv
3 ist injektiv
4 ist injektiv
5 ist injektiv
1 ist surjektiv
2 ist surjektiv
3 ist surjektiv
4 ist surjektiv

5 ist surjektiv

Siehe nachstes Blatt!



4. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?
(@ f:N—Z, x> 23+ 322+ 32 + 1 ist injektiv.

(b) f:N—=Z,z+ 2%+ 32> + 3z + 1 ist surjektiv.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Vor Donnerstag, den 5. Oktober 11:00 Uhr vormit-
tags im HG J 68.



