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Dr. Meike Akveld

1.

Losung 3:
Gruppen, Ringe und Korper

a) Bemerkung: wir werden die notwendigen Eigenschaften der Verkniipfungen nur

fiir die Addition beweisen. Wir zeigen zuerst, dass die Addition wohldefiniert ist,
d.h. [k +1] in der Definition ist unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten von
[k] und [l]. Seien k, 1, s,t € Z, dann ist

(k+sn)+(+tn)=k+Il+(s+t)n=k+1 modn
Also ist + wohldefiniert. Die Verkniipfung ist assoziativ, da Z ein Ring ist:

([K] + (1) + [s] =k + 1+ [s] = [(k+ 1) + 5] = [k + (I + 5)]
(K] + [0+ s] = [K] + (1] + [s])

Die Verkniipfung ist kommutativ:
K+ =[k+1=[+k =[]+
Wir finden ebenfalls:
(0] + [K] = [0+ k] = [A]
sowie
K]+ [=k] = [k — k] = [0]
Ahnlich folgt, dass [1] - [k] = [k], und die Distributivititsgesetze folgen aus der
Distributivitéit von Z.

Also ist Z/nZ ein Ring mit Eins (d.h. es gilt K6) und kommutativ (d.h. es gilt
K10). Falls n # 1, dann ist [1] # [0] und Z/nZ ist nicht-trivial.

Bitte wenden!



b)

c)

Wir sagen, zwei Elemente ¢, f € Z sind teilerfremd, falls gilt:
VmeZ:mleAm|f = m==l1

Zuerst stellen wir fest, dass wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass e, f > 0, da
e | b genau dann wenn —e | b. Es ist klar, dass fiir 0 < e, f < 1 die Aussage wahr
ist,da 1 | b firalle b € Z. Sei nun n > 1 und die Aussage wahr fiir ¢/, f' € N
mit e/, f' < n.

Angenommen e, f € N seien teilerfremd und max{e, f} < n + 1, dann kénnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass e < f. Um dies zu rechtfertigen, sei f < e und
setze voraus, dass wir bereits wissen, dass daraus f | a folgt. Also ist a = kf fiir
ein £ € N und folglich haben wir die Gleichung ke = b. Insbesondere gilt also
e | b und es folgt die Behauptung. Nach Voraussetzung ist zudem e # f. Sei im
Folgenden also e < f. Division mit Rest liefert eindeutige r € Nund 0 < s < e
so dass f = re + s. Dies zeigt, dass jeder gemeinsame Teiler m € N von s und
e ein Teiler von f und somit ein gemeinsamer Teiler von e und f ist. Also sind s
und e teilerfremd. Nach Einsetzen erhalten wir ae = bf = bre 4 bs, und also ist
e ein Teiler von bs. Da nach Annahme 0 < s < e < n und s und e teilerfremd
sind, folgt aus der Induktionsannahme, dass e | b.

Im Folgenden sei ein Teiler m von k und [ maximal, wenn jeder andere Teiler
von k und [ ein Teiler von m ist. Die Behauptung ist also, dass jedes Paar von
Null verschiedener Zahlen einen maximalen, gemeinsamen Teiler besitzt und der
bis auf Vorzeichen durch k, [ eindeutig bestimmt ist.

Wir beweisen dies per Induktion. Sei max{|k|,|l|} < 1,danngelten 1|k A1 ]!
sowie —1 | kA—1 | 1. Seim € Z\{0} mitm ¢ {£1},dann gilt m { kAm { [, und
somit haben 1, —1 die notwendigen Eigenschaften und der ggT'(k, [) ist eindeutig
bis auf Vorzeichen.

Angenommen es gibt n € N, n > 2, so dass die Existenz eines maximalen
Teilers sowie seine Eindeutigkeit bis auf Vorzeichen fiir alle Paare (k’,[") von
Null verschiedener, ganzer Zahlen mit

max{|k'], [I'} <n —1

gelten und seien k,l € Z \ {0} mit max{|k|, |/|} < n.Falls |k| = |l| = n, dann
ist n ein gemeinsamer Teiler von £ und [ und jeder gemeinsame Teiler von &k und
[ ist ein Teiler von n, somit ist n ein maximaler Teiler.

Sei nun 0.B.d.A. |k| < n. Wegen 1 | k A1 | [, besitzt das Paar k,[ einen ge-
meinsamen Teiler a € Z \ {0}. Des Weiteren gilt a | k = |a| < |k]| (siche
Analysisvorlesung). Also ist die Menge

Tk :={a€Z|a|kAal|l}

Siehe nichstes Blatt!



endlich und insbesondere
T(k,0l) C{a€Z]||al <n}

Sei a € T'(k,[) so dass |a| maximal (beziiglich Ordnung induziert von R — siehe
Analysisvorlesung). Wir behaupten, dass a ein maximaler, gemeinsamer Teiler
im Sinne der Aufgabenstellung ist. Um einen Widerspruch zu erzeugen, nehmen
wir an, dass b € T'(k,l) mit b { a und (0.B.d.A.) 0 < b < a. Dann sind a und
b teilerfremd. Um dies zu zeigen, sei 0 < m < b ein maximaler, gemeinsamer
Teiler von a und b, dann sind a = am und b = Sm mit teilerfremden «, 5 € 7Z.
Da b 1 m, wissen wir § # +1. Zusitzlich existieren r,s,t,u € Z, so dass

= ram = sfm sowie [ = tam = ufSm. Aus der vorangehenden Teilaufgabe
folgt 8 | rund B | t, also existieren r’, ¢’ € Z sodass k = r’Saund | = t'fa. Also
ist |fla € T(k,l), im Widerspruch zur Maximalitit von a. Da a, b teilerfremd
sind, folgt aus der vorangehenden Aufgabe, dass ab ein gemeinsamer Teiler von
k und [ ist, und wegen Maximalitit von a folgt b = 41, im Widerspruch zu b 1 a.

d) (1) = (2) Esistklar, dass (k,[) | sk + tl fiir alle s,t € Z.
(2) = (1) Da N wohlgeordnet ist, besitzt die Menge

{deZ|3s,t €Z:d=sk+tl} NN

ein minimales Element d*. Aus ggT (k, )|k A ggT(k, )|l folgt ggT(k,1)|d*.
Wir zeigen, dass d*| ggT(k, ), woraus folgt, dass d* = + ggT'(k, ). Wir ver-
wenden Division mit Rest und schreiben £ = pd* 4+ ¢ mit 0 < ¢ < d*. Es
gilt

qg=k—pd" =k —p(sk+tl) = (1—ps)k — ptl

und wegen Minimalitdt von d* folgt ¢ = 0. Also ist d* ein Teiler von k. Ana-
log beweist man, dass d* ein Teiler von [ ist. Per definitionem von ggT (k,[)
folgt d*| ggT(k,1) und also d* = +ggT(k,1).

Alternativ kann man auch hier Induktion verwenden: Es reicht zu zeigen, dass
s,t € Z existieren, so dass (k,l) = sk + tl. Sei namlich m = n(k,[), dann
ist folglich m = nsk +ntl, wie gewiinscht. Seien k = «(k, ) und [ = S(k, )
mit «, § € Z teilerfremd, dann miissen wir zeigen, dass s,t € 7Z existieren,
so dass

(k1) = sa(k,l) + tB(k,1)

Nach Divison mit (k,/) konnen wir im Folgenden also 0.B.d.A. annehmen,
dass k, [ teilerfremd sind und es reicht zu zeigen, dass unter dieser Vorausset-
zung s,t € 7 existieren, mit 1 = sk +t[. Hierfiir verwenden wir einmal mehr
Induktion. Fiir den Fall |k|, |I| < 2 ist die Aussage leicht iiberpriift, wegen
1=1-24(-1)-1=(=1)-(=2) + (—1) - 1. Nehmen wir also an, dass fiir
alle teilerfremden &/, 1’ € Z \ {0} mit |k|, |I'| < n die Aussage gelte, wobei
n > 2. Seien k,l € Z\ {0} teilerfremd mit |k|, |{| < n. Wir nehmen 0.B.d.A.

Bitte wenden!



2.

e)

a)

b)

an, dass 0 < k£ < [. Nach Division mit Rest existieren 0 < pund 0 < ¢ < k
so dass [ = pk + ¢. Da [ und k teilerfremd sind, sind £ und ¢ teilerfremd. Es
existieren nach Induktionsannahme folglich o, 5 € Z so dass 1 = ak + f(q
und also:

1 =ak+Bq=(a— pp)k+ Bl

Sei k € Z, dann ist [k] invertierbar in Z/nZ genau dann, wenn ein | € Z existiert,
sodass [k =1 mod n, d.h. es gibt ein s € Z mit [k = sn + 1, was wegen des
Lemmas von Bézout genau dann gilt, wenn (k,n) = £1. ZnZ ist also ein Korper
genau dann, wenn (k,n) = £1 firalle k € Z mitk # 0 mod n. Das ist der Fall
genau dann, wenn n prim ist.

1. “=": Falls b = ¢, dann ist sicherlicha o b = a o c.

“«": Das ist die Kiirzungsregel: Angenommen a, b, c € G erfiilllen a o b =
aoc. Da G eine Gruppe ist, existiert a ! € G, sodass a~ ! oa = e gilt, wo-
bei e ein linksneutrales ELement ist. Unter Verwendung der Assoziativitét
der Verkniipfung folgt

b= eob = (a toa)ob = a 'o(aoh) = a 'o(aoc) = (a toa)oc = eoc = c.
2. Seiend’,a” € G, sodass @’ oa = a” oa = e ist. Wir wissen aus der Vorlesung,
?
dass sowohl @’ als auch a” Rechtsinverse von a sind. Es folgt

/

a=do(aod)=(doa)od

:(a//oa>oa/:a//0<aoa/):al/.

Da a beliebig war, ist somit fiir beliebige a € G das inverse Element von a

eindeutig durch a bestimmt.

3. Unter Verwendung der obigen Aufgabe reicht es zu zeigen, dass b=! o a™*

eine Linksinverse von a o b ist. Es gilt unter Verwendung der Assoziativitit
von o

(b'oa)o(aob)=((b"'oa")oa)ob= (b"'o(a"oa))ob
:(b‘loe)ob:b_lob:e,

und somit folgt die Behauptung.
1. Sei g € G beliebig, dann gilt

v(9) = plgoea) = ¢(g) x plec) = en = plea)
aufgrund der Kiirzungsregel. Es folgt

en =plec) =¢(g7 o g) =¢(g7") * 0(g)

und somit p(g) " = p(g7!), da ¢(g)~* durch die Eigenschaft ey = p(g) 1o

¢(g) eindeutig bestimmt ist.

Siehe nachstes Blatt!



2.

c) “I.

6‘2.

Sei Im(y) C H das Bild von . Wir zeigen zuerst, dass die Verkniipfung
* : Im(p) x Im(¢) — Im(p) wohldefiniert ist, d.h. fiir alle hy, hy € Im(yp)
gilt hy * hy € Im(p). Da hy, hy € Im(p) nach Voraussetzung, existieren
g1, 92 € G, sodass hy = ¢(g1) und he = ¢(g2) gelten. Insbesondere ist also

hi* ha = @(g1) * ©(g2) = ©(g1 0 g2) € Im(p).

Seien hy, ho, hg im Bild von ¢, dann sind insbesondere hq, ho, hs € H und
folglich ist die Verkniipfung auf Im(y) assoziativ, denn

(hl *hg) *h3 = hl * (hg *h3)

nach Voraussetzung.

Wir zeigen, dass Im(¢) ein neutrales Element enthélt. Wir haben vorhin ge-
zeigt, dass p(eg) = ey und folglich ist ey € Im(yp). Da ey das neutrale
Element in H ist, folgt ey * h = h fiir alle h € Im(y).

Wir beweisen die Existenz der Inversen. Sei i € Im(y) beliebig, dann exi-
stiert nach Voraussetzung ein g € G, sodass h = ¢(g) gilt. Es ist, wie wir
oben gezeigt haben, h ™' = p(g) ™' = p(g7') € Im(yp).

. Im Folgenden sei Ker(y) der Kern von ¢. Wir zeigen wieder zuerst, dass die

Verkniipfung wohldefiniert ist. Seien g1, go € Ker(y). Dann gilt

©(g1092) = ¢(91) * ¢(92) = en * en = emq,

und folglich ist g1 o go € Ker(¢p). Das heisst, die Verkniipfung ist wohldefi-
niert auf Ker(y).

Wie oben folgt die Assoziativitit der Verkniipfung auf Ker(y) sofort aus der
Assoziativitdt der Verkniipfung auf G.

Wir zeigen, dass Ker ein neutrales Element enthilt. Tatsdchlich wissen wir
bereits, dass ¢(e¢) = ey und somit e € Ker(p). Das Ker(p) C G ist, folgt
insbesondere e, o g = g fiir alle g € Ker(yp).

Wir beweisen die Existenz von Inversen. Sei g € Ker(y) beliebig und sei
g~! die Inverse von g in G. Wir zeigen, dass g~* € Ker(y) gilt. Tatsichlich
gilt wie oben gezeigt 0(g7') = ¢(g)™' = e und aus ey * ey = ey folgt
e = ey . Insbesondere ist also ¢(g~!) = ez und somit g~ € Ker(y).

= 2. Da H eine Untergruppe ist, enthélt /{ ein neutrales Element und ist
somit nicht leer. Seien nun g, h € H, dannist h~' € H, da H eine Gruppe
ist. Nach Voraussetzung ist g o h~' € H, da die Restriktion der verkniipfung
auf A wohldefiniert ist.

—> 1.”: Da H nicht-leer ist, existiert ein ¢ € H und nach Voraussetzung ist
eq = gog ! € H. Somit enthilt H ein neutrales Element. Insbesondere
folgt fiir alle h € H, dass h™! = egoh™! € H, und H enthilt Inverse.
Seien g,h € H, dann ist wie eben gezeigt auch h~' € H und somit folgt
goh=go(h™')~! € H, und die Verkniipfung ist wohldefiniert auf H.

Bitte wenden!



3.

a) Fur k > nund ! > m seien a; := 0 bzw. b; := 0. Definiere

Vnggm—i—n:ck::Zalbk,l (D)
1=0
Wir behaupten, dass
m—+n
plz) - q(z) = cpa
k=0

Sei m = 0, dann ist ¢(x) = by und p(z)q(x) = >_;_, boarz”. Andererseits gilt:

k k-1
cp = E arbi—; = boay, + g a; by—; = boay,

und die Behauptung stimmt punktweise. Angenommen, die Formel stimmt fiir
ein 0 < m < n, dann ist

m—+1 m—+1
(Z bll' ) —bop + .’ﬂp (Z bll' >

m+n+1 m+n
_ k 1k
= E drx +x§ dyx
k=0 k=0
m+n+1 m+n—+1
— § dkm + § d// k
m+n+1
E : ",k
k=0

wobei d, := bgay, und

k

= b

k= A0k+1-1
=0

sowie djj = 0 sowie dj, = d;,_, fur k > 0. Es folgt

0

do + dg = do = boao = Z albo_l
=0

sowie fiir k£ > 1:

k—1
dk—de—boak—FCk 1—boak+Zalbk Z—Zalbkl
=0 =0

Siehe nachstes Blatt!



b)

wie gewiinscht. Punktweise gilt also, dass p(x)q(z) = > cx2* mit den ¢,
wie in (1), also ist das Polynom p - ¢ gleich dem Polynom mit Koeffizienten c;
wie in (1).

Fiir die Addition gilt

Zakx +Zbkx —Z (ay, + by)x",
k=0

wann immer a; = 0 und b, = O fiir alle bis auf endlich viele £ € N gilt.
Insbesondere gilt also fiir p(z) = >, ara®, q(z) = Y_;_, bpz” punktweise

max{m,n}

pa)+a(x)= > (ar+bp)a", 2)

k=0

wobei wir fiir k& > m bzw. fiir £ > n jeweils a; = 0 bzw. b, = 0 setzen.

Wir machen eine Fallunterscheidung. Falls p = 0, d.h. falls alle Koeffizienten
von p gleich 0 sind, dann folgt aus (1), dass alle Koeffizienten von p - ¢ gleich
0 sind und somit ist deg(p - ¢) = —oo = deg(p) + deg(q) (wobei wir implizit
die Definition —oo + ¢ = —oo fiir alle ¢ € R U {—o00} verwenden). Dap - ¢ =
q - p konnen wir im Folgenden also annehmen, dass sowohl p als auch ¢ von 0
verschiedene Koeffizienten besitzen. Sei p - ¢ = Y, ., cxz*. Fir k > deg(p) +

deg(q) gilt

k deg(p)
Ck:Zalbkfl—Zalbkl‘i‘ Z i by =0
1=0 =0 _0 I=deg(p )+1 =0
und folglich ist deg(p - ¢) < deg(p) + deg(q). Sei k = deg(p) + deg(q), dann ist
k
Cr = Z by = Z @y by—i +0deg(p)bdeg(q)+ Z a; br—1 = Qqeg(p)bdeg(q) 7 0
= I<deg(p) =0 I>deg(p) =0

und somit deg(p - ¢) > deg(p) + deg(q). Es folgt
deg(p - q) = deg(p) + deg(q).

Sei py das Polynom mit Koeffizienten alle gleich 0. Dann gilt nach Formel (2),
dass pg + p = pist fiir alle p € R[z]. Es ist also 0z = py.

Sei py = Y-, arx" das Polynom gegeben durch ap = 1 und a;, = 0 wann
immer k # 0. Sei p = >_,_, byz* € R[z] beliebig, dann ist nach Formel (1)

(pr-p)(w) =) (Z albk—z) o = aghpat =Y bt = p(x).

k>0 \1=0 k>0 k>0

Esistalso 1z = p;.

Bitte wenden!



4.

d) Die Identititen gelten allgemein fiir Ringe mit Eins und sollten zusétzlich in die-
ser Allgemeinheit bewiesen werden.

1. Es gilt aufgrund der Distributivitit Og - p = (O +0g) - p =0gr -p+0g - p

und da (R, +, Og) eine abelsche Gruppe ist, folgt aus der Kiirzungsregel, dass
Or =0g - p. Analog giltp-0r =p-0r + p- 0 und somit p - O = Op.

. Seien p, ¢ € R[x] beliebig, dann p-q+ (—p)-q¢ = (p+(—p))-g =0g-q = Og

wegen der ersten Identitdt. Da die Inverse eindeutig ist, folgt (—p) - ¢ =
—(p-q).DerFall ¢- (—p) = —(p - q) folgt analog.

. Es gilt

(=p) (=) + (= q) = (=p) - (=q) + (=p) ¢ = (=p) - ((—q) + q)
(=p) - 0 = Og

und somit ist (—p) - (—¢q) die additive Inverse von —(p - q). Andererseits
ist p - g ebenfalls die additive Inverse von —(p - ¢) und somit folgt aus der
Eindeutigkeit der Inversen, dass (—p) - (—¢q) = p - q ist.

4. Es gilt unter Verwendung der vorangehenden Resultate

(=1r) - p=—(r-p)=—-p=—(p-1r) =p- (—1gr).

a) Sei G = {e, a, b} mit Verkniipfung o und neutralem Element e. Dann wissen wir

wobei die “x” Platzhalter fiir noch nicht bestimmte Eintrdge sind. Beachte, dass
in jeder Spalte und jeder Zeile jedes Element von (G genau einmal auftaucht. An-
dernfalls existiert (allgemein fiir endliche ) ein h € G, das zweimal auftaucht
und also g;, 95,9 € Gmitg; # gjund g; 09 = gj 09 = h (bzw. go g; =
g o g; = h), was absurd ist (siche Aufgabe 2). Wir wissen also a o a € {e, b}.
Falls a o b = b = e o b, dann gilt ebenfalls wegen der Kiirzungsregel a = e. Also
istaob=eceundaoa=>bund somit

b) Die Vorgehensweise ist wie in Teilaufgabe (a). Im Folgenden sei G = {e, a, b, c}.
Wir verwenden im Folgenden hiufig die Kiirzungsregel, welche impliziert, dass

Siehe nachstes Blatt!
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Tabelle 1 — Die Gruppentafel von Z/47.

x € G:xox =1z = x = eund dass in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes
Gruppenelement genau einmal auftaucht.

Eine Gruppe mit vier Elementen ist gegeben durch (Z /47, +) und die zugehorige
Gruppentafel ist gegeben in 1. Diese Gruppe heisst zyklisch. Man beachte, dass
in diesem Falle die Gruppe durch a o a = b vollstindig beschrieben ist, denn
daraus folgt, dass aob € {e, c}. Falls aob = e ist, dann folgt a o ¢ = ¢ und somit
a = e, was absurd ist. Wir wissen also a o b = cund a o ¢ = e. Da in jeder Spalte
jedes Element genau einmal auftaucht, folgt aus eo b = bund a o b = ¢, dass
bob € {e,a}ist. Falls bo b = aist, folgt c o b = e. Dies impliziert aber b = a,
da die Inverse von ¢ durch ¢ eindeutig bestimmt ist, und das ist absurd. Also ist
bob = eund somit c o b = a. Die Zeilen von e und a sowie die Spalten von
e und b sind also vollstindig bestimmt. Da in jeder Zeile jedes Element genau
einmal auftaucht, reicht es, die Spalte von a zu bestimmen. Wir wissen bereits,
dasseoa =aundaoa = b, somitist coa € {e,c}. Daaoc = e ist, folgt
coa = eund somit ist b o a = c und die Spalte von a vollstindig bestimmt. Dies
zeigt, dass die Gruppentafel durch a o a = b vollstindig bestimmt ist.

Man beachte, dass nach Umbenennung der Elemente b und ¢ der Fall a o a not-
wendigerweise bis auf Umbenennung der Element dieselbe Gruppentafel liefert,
wie der Fall a o @ = b, da im Falle der zyklischen Gruppe die Annahme, dass
a o a # e die Gruppe vollstindig beschrieben hat.

Es bleibt also, den Fall a o a = e zu bestimmen. In diesem Falle ista o b € {b, ¢}
und somit aob = ¢ sowie aoc = b. Die Zeile von a ist also vollstindig bestimmt.
Es folgt bo b € {a,e}. Falls bo b = a, dann folgt co b = ¢ = b o ¢ und somit
c o c = a. Somit sind die Spalten von e, b und ¢ vollstindig bestimmt und wir
erhalten die Tafel 2. Nach Umbenennung a — b, b — ¢ und ¢ — d/, sehen wir,
dass dies die Tafel der zyklischen Gruppe ist.

ole a b c o ¥ o d
ele a b c e ¥ o d
ala e c b Vv e d ¢
blb ¢ a e dlcd d bV e
cle b e a ald ¢ e UV

Tabelle 2 — Tafel, welche aus aoa = e und bob = a resultiert vor und nach Umbenennung.

Bitte wenden!



c)

d)

Wir konnen also annehmen, dassaoca =¢e,aob=c,aoc=bsowiebob =c¢
gelten. Daraus folgt c o b = a und, da e, a,b somit alles nicht Inverse von ¢
sind, schliesslich c o ¢ = e. Es folgt b o ¢ = a und somit sind die Spalten von
e, b, c vollstindig bestimmt und wir erhalten die Tafel 3. Diese Gruppe heisst
Kleinsche Vierergruppe und ist von der zyklischen Gruppe verschieden, da in der
zyklischen Gruppe genau zwei Elemente x existieren, sodass x o z = e. Das
heisst, es existiert keine Umbenennung, die die Kleinsche Vierergruppe mit der
zyklischen Gruppe identifiziert.

O 9 of|o
O 9 o0
S0 O Q|
Q@ o o oS
o olo

Tabelle 3 — Tafel der Kleinschen Vierergruppe.

Es existieren also zwei Gruppen mit vier ELementen, die zyklische Gruppe, so-
wie die Kleinsche Vieregruppe.

G ist abelsch genau dann, wenn g; o g; = g; o g; fiir alle ¢, j genau dann, wenn
die Gruppentafel symmetrisch ist.

Wir fithren die folgende Notation ein: Gegeben ein Winkel ¢ € [0, 27) bezeichne
re die Rotation der Ebene um den Mittelpunkt / um den Winkel ¢ im Gegen-
uhrzeigersinn. Die Menge solcher Rotationen, die das Quadrat auf sich selber
abbilden, ist

k
Ri={rs| 6= fir0 <k <4}
Im folgenden bezeichnen wir 7 := r /o und man sieht leicht, dass
R={r"|0<k<4}

wobei 7% := id falls £ = 0 und ¥ := 7! o r falls £ > 1. Man beachte, dass R
bereits eine Gruppe bildet, mit neutralem Element id und Inversen (r*)~1 = 47k,
Wir bezeichnen im Gegenuhrzeigersinn mit Sy, 0 < k£ < 4, die Symmetrieachsen
des Quadrats, beginnend mit der horizontalen Symmetrieachse und wir bezeich-
nen mit s, die Spiegelung der Ebene entlang der Achse Si. Zur Vereinfachung
der Notation schreiben wir s := s,. Im Folgenden sei s,, := s;, fiir n € 7Z, wobei
0<k<4sodassn ~y k.

Als erstes bemerken wir drei spezielle Relationen, die wir verwenden werden,
um die gewiinschte Beschreibung der Gruppe D, zu erhalten. Zuerst iiberpriift
man fiir die vier Spiegelungen explizit, dass

sp=1Fs YO<Ek<d4 3)

Siehe nachstes Blatt!



Andererseits gilt aber auch

S = Tfr/487";/k4 Vk € Z 4
Falls 0 < k < 3, dann iiberlegt man sich das konkret anhand des Quadrates.
Andernfalls sei k € Zundsei k = 4l +n firl € Zund 0 < n < 3. Beachte,
dass ri =T Dann ist per Definition s, = s, = /437";/Z. Des Weiteren ist
r2sr~2 eine Rotation um Winkel 77 um den Nullpunkt, gefolgt von einer Spie-
gelung entlang der z-Achse, gefolgt von einer Rotation um 7 um den Nullpunkt
dasselbe wie eine Spiegelung entlang der z-Achse, denn die Rotation um Winkel
7 ist eine Spiegelung am Nullpunkt und sendet (z,y) nach (—x, —y), wihrend
die Spiegelung s den Punkt (z,y) auf (x, —y) abbildet, also

(z,y) = (—2,—y) & (—z,9) & (2, —y)

4 = s und folglich

Also ist r¥sr—

_ _.n -n __.n 4l —4lN,.—n __ k_ . —k
Sk = Sn = Tr/aSTr)y = Tﬂ/4(7"7r/457’7r/4)7"7r/4 =nrsr

wie behauptet.
Wir zeigen nun, unter Verwendung dieser Relationen, dass sich jedes Element

in D, in der Form s'r* mit [ € {0,1} und 0 < k < 4 schreiben Idsst. Seien
0 <i < 4und k € Z, dann bemerken wir zuerst, dass

sk 2 (ris)rk = pitk(pRgpk) = ri+k(r;/2fsr72r’;4) = riths g =1riFs  (5)

Falls nun o = s; oder 0 = r*, dann sind wir fertig, denn wegen s> = id und (5)
hat

oc=s5=r's=(sr7")"! Q (ris) ' =srt = sr*!
die gewiinschte Form und im Falle o = r* ist nichts zu zeigen. Seien nun also
m > 1lund 7;, 1 <7 < m+ 1, Rotationen und Spiegelungen. Angenommen, die
Behauptung gilt fiir Kompositionen von m oder weniger Rotationen und Spiege-
lungen, dann folgt aus der Assoziativitit, dass

Tng1 00T = Tyy1 0 (Tyn -+ 071) = Tynp 0 (s'r¥)
fir0 < k < 4und! € {0,1}. Wenn 7,,,; eine Spiegelung ist, dann sind wir
fertig. Sei also 7,41 = " fir 0 < n < 4. Falls [ = 0, dann sind wir fertig.

Andernfalls folgt

o
Ting1 O« - 0T = sk = gpntH

wie gewiinscht, da "% = ¥ fir 0 < k' < 4. Dies 16st die Aufgabe. Wir
zeigen zusitzlich, dass |Dy| = 8, d.h. dass die strk tatsichlich alle verschieden
sind. Angenommen [,I’ € {0,1} und 0 < k, k" < 4 so dass s'7* = s"r¥, dann
ist auch s~ = 7~ und da r die Orientierung der Ebene erhilt wihrend s die
Orientierung dndert, gilt [ = [’. Es folgt &’ ~, k, und also ist k = k'

e) Suchen Sie ein Gegenbeispiel, d.h. zwei Elemente 7,0 € D, sodass Too # ooT.



