D-MATH Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

1.

Losung 4:

Vektorraume, Unterraume, Linearkombinationen

a)

b)

und Erzeugendensysteme

Wir wissen, dass R[z] ein Ring ist, und somit ist (R[z], +, 0) eine abelsche Grup-
pe. Wir definieren eine skalare Multiplikation R x R[z] — R[x] mittels Kom-
position der Einbettung R x R[z] — Rz] x R[z], die ein Element in der ersten
Komponente auf das konstante Polynom schickt und in der zweiten Komponente
die Identitit auf R|[x] ist, sowie der skalaren Multiplikation:

R x Rz|]— R[z] x R[z] —=R[z]

(¢, p(x)) —— (¢, p(x)) ——cp.

Da R[z] ein Ring und 1gf, das konstante Polynom mit Wert 1 ist, erfiillt R[] ver-
sehen mit der Restriktion der Multiplikation auf R x R[z] die Vektorraumaxiome.

Falls d < 0, dann ist Ry[z] = {0} und R_4[z] = {}, der erste also ein Vek-
torraum, der zweite nicht. Es gilt in diesem Fall R_;[x] C Ry[z], und da jeder
Unterraum von R[z] das Nullelement enthilt, ist R,[z] der kleinste Unterraum,
der R,[z] entilt. Sei nun d > 0. Aus der Formel fiir Koeffizienten von p + ¢ in
Teilaufgabe (a) folgt, dass deg(p + q) < max{deg(p), deg(q)} und folglich ist
P+ q € Rylz], falls p, ¢ € Ry[x]. Aus der Konstruktion der skalaren Multiplika-
tion auf R[z| folgt, dass

deg(p) fallsc#0

—00 sonst

deg(c-p) = {

Folglich ist R_4[x] kein Vektorraum, da die skalare Multiplikation nicht wohlde-
finiert ist (0 - p ¢ R_g4[z] fur alle p € R_;[z]). Andererseits ist Ry[z] ein Vek-
torraum. Vektorraumaxiom VR3 ist erfiillt, da deg(0g) = —oo < d und in der
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2.

¢)

d)

a)

b)

vorangehenden Serie haben wir gesehen, dass deg(—p) = deg(p), also gilt auch
Vektorraumaxiom VR4. Die restlichen Axiome gelten, da R[z] ein Vektorraum
ist. Insbesondere ist also R,[z] der kleinste Unterraum, der R,[x] enthilt.

Wir zeigen nun, dass (R_;[z]) = Ry[x] gilt. Im Allgemeinen gilt R_;[x] C Ry[z]
und somit sicherlich (R_,[z]) C R,[z], denn wie oben gezeigt wurde, ist R[x]
ein Unterraum von R[z].

“d < 0”: Fiir d < 0 haben wir die Aussage bereits zu Beginn bewiesen.

“d = 0”: Falls d = 0O ist, dann ist 1 € R_;[z] und somit 0 = 1 — 1 € (R_4[x]).
Da alle Polynome von Grad 0 in R_,[z] enthalten sind, da 0 das einzige Po-
lynom mit Grad kleiner 0 ist, folgt Ry[z] = (R_4[z]).

“d > 07”: Sei p € Rlz| mit deg(g) < d. Falls deg(p) = d ist, dann ist p €
R_4[z] C (R—y[z]). Sei also deg(p) < d, dann ist deg(z? + p) = d und
folglich ¢ = 2¢ + p € R_,[x]. Insbesondere ist ¢ — 2% = p € (R_,4[z]). Dies
zeigt, dass Ry_1[z] C (R_4[z]). Da Ry[z] = Ry_1[z] U R_,[z] ist, folgt also
Rd[l‘] - <R:d[I]>

Fiir alle x gilt:
22° + 322 — 1 =2(2® + 2%) + (2® — 22 — 4) + (22 + 3)
:2]?1(13) + pQ(QT) + p4(x)

Wir bemerken als erstes, dass —2p3(x) + 3p4(z) = 1. Des weiteren gilt 3ps(z) —
4py(x) = x. Es folgt also

2% = py(x) + 2(3ps(x) — 4pa(x)) + 4(—2ps(x) + 3pa(x))
und schliesslich
2 = p3(x) — pa(x) — 2(3ps(x) — 4pa()) — 4(—2ps(x) + 3pa())

Esfolgt {1, x, 22, 23} C (p1(x), pa(), p3(), pa(2)), also P3(R) = (1, x, 22, 23) C
(p1(2), pal), pa ), pa(a)). Dadegp < 3fiiralle p € (p1(x), pa(2), ps(), pa())
gilt {p1(z), p2(z), ps(z), pa(z)) = P5(R).

Per definitionem ist (V, +, Oy) eine abelsche Gruppe, und somit sind das neutrale
Element sowie die Inversen eindeutig bestimmt.

Sei A € K, dann ist
A0y =XA-(0y4+0y)=A-0py+A-0y.

Unter Verwendung der Kiirzungsregel in Gruppen, folgt Oy, = X - Oy,.

Siehe nichstes Blatt!



3. a)

b)

“(i)=-(ii)”’: Ist W ein Unterraum, so gelten A\-v € W, —v € W sowieu+v € W
fiir alle A € K und fiir alle u,v € W. Also

VieKVu,veV:iu—-—XA-veW

“(ii)<=(i)”: Nach Annahme ist W # {}, also {vo} C W fiirein vy € V.
1. Nach Annahme ist Oy = vy —vg =vg — 1 -vg € W.
2. Seien u,v € W beliebig, dann gilt nach Annahme u+v =u—(—1)-v €
w.
3. Seien v € W und A € K beliebig, dann gilt A - v = —(=)\) - v =
Ov—(—)\) cveW,daly e W.

Angenommen V/, ist ein Unterraum, dann ist Ogs = (0,0,0) € V,, und folglich
a = 0. Es bleibt also nur zu zeigen, dass V}, tatsidchlich ein Unterraum ist. Wie
eben gezeigt, ist (0,0,0) € V; und somit ist V; nicht-leer. Seien (z1, x9, x3) und
(y1, Y2, y3) in Vi, sowie A € K beliebig. Dann gilt

($1,$2,I3) - A (?Jlay%%) = (331 — AY1, T2 — Y2, T3 — )\93)

und es ist
3

3 3
Z(fﬁz — Ay;) = Zl’z - )\Zyi =0,
i=1 i=1 i=1
und somit (1, e, x3) — A - (y1,Y2,y3) € Vo. Aus Teilaufgabe a) folgt, dass Vj
ein Unterraum ist.

4. Da0—\0 = Ofiiralle A € R, folgtaus A;; = B;; = 0, dass A;;—AB;; = 0 gilt. Zudem
erfiillt die Nullmatrix mit Eintrdgen A;; = 0 die Restriktionen aus Teilaufgaben (a)
und (b). Beides zusammen zeigt, dass Wy, Wy, W3, W, sowie W5 Unterdume von V

sind.

1

Gegeben A € V, seien B, C' € V definiert durch

Bij =
0 sonst

- 0 sonst
Dann sind B € W;, C' € W5 und
Z<j (B—l—C)Z]:Bl]—{—CZ]:C”:AU
ZZ] <B+O)U:BZJ+CZJ:BZJ:AU

Folglich ist V. = W; + Ws. Sei A € Wi N W,, dann ist A;; = 0 falls ¢ < 7,
wegen A € W, und A;; = 0 falls ¢ > j wegen A € Ws. Alsoist A;; = 0 fiir alle
i, 7 und somit Wy N Wy = {0y }, also V = W & W,
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2 Sei I € V die Matrix gegeben durch

{1 falls i = j
Iij:
0 sonst

Dannist Wy =R-I:={Ae€V |Jc€R:A=¢c-1}.0y =0-1 € Wyund
falls a, B, € Rundu =« - I, v = (3 - I, dann ist

u—Av=a-I-X-fl=a-1-Xg-I=(a—X3)-ReW,

Also ist W, ein Unterraum. Wir schreiben tr : V' — R fiir die Abbildung
tr(A) := > | A;;.! Man beachte, dass W3 = tr~*({0}). Seien A, B € V und
A € R, dann gelten

n n

tr(A+B) =) (A+B);=» (As+ By)

i=1 =1
i=1 i=1

n

tr(A-A) =S (A A)y; = i Ay = Atr(A)

=1
Es folgt also tr(0y) = tr(0y) + tr(0y), also 0 = tr(0y) und folglich 0y € Ws.
Seien A, B € W3 und A\ € R, dann gilt wegen gezeigter Eigenschaften von tr
tr(A—A-B)=tr(A) — Atr(B) =0

und folglich ist W3 ein Unterraum. Sei nun A € V beliebig, und setze Ay :=
A — #I, Ay = @I. Beachte, dass A; € Wj. Es gilt sicher A = Ay + Ay
und wegen oben gezeigtem

tr(A)

n

tr(A)

n

tr(Ag) = tr (A - 1) — tr(A) — tr(I) = 0

Also ist Ay € W3 und folglich V' = W5 + W,. Sei A € W3 N W,. Dann ist
A=qa-Ifireina € R,da Ain Wy;. Wegen A € W3, ist

0=tr(A) =tr(a-I)=atr(l) =an

und folglich o = 0. Es folgt W3 N W, = {0} und also V' = W5 & W,.

'Diese Abbildung heisst trace (auf Deutsch Spur) und ist in der Mathematik von zentraler Bedeutung.
Mehr dazu im weiteren Verlauf der Vorlesung.

Siehe nichstes Blatt!



5. a) Wir verwenden das Symbol Oy fiir die Abbildung gegeben durch Oy (z) =0 € K
fiir alle + € K und bemerken, dass Oy + f = f fiir alle f € V. Folglich ist
Oy das neutrale Element beziiglich Addition. Des Weiteren gilt 0 = —0 in K
und folglich sind —0y () = 0 = 0y (—x) sowie Oy (x) = 0 = Oy (—=) fiir alle
x € K. Alsoist Oy € V; N V5. Seien f1,91 € Vi, f2,92 € Vo und A € K, dann

gelten
(fi +91)(z) =fi(z) + g1(x)
=fi(=2) + g1(—2) = (f1 + g1)(—x)
(A~ fi)(@) =Afi(z) = Afi(—2) = (A~ fi)(—x)
sowie

—(f2 + g2)(x) = = falz) — ga(2)
=fo(—=2) + g2(—2) = (fo + g2)(—2)
—(A- fo)(@) = = Malz) = M = fa(2)) = (X - fo)(—x)

Folglich sind V3, V, Unterrdume von V.

—~

b) Sei f € V, und seien fi, fo : R — R definiert durch
fiz) =
fo(z) =

Dann gilt fiir alle z € R

(f(x) + (—:v)) VreR

(f(:z:) — f(—:c)) Vr e R

NN —

file) + fala) = 3 (F(a) + £(=0) + 5 (@) = F=2) = @)

Des Weiteren gelten fiir alle z € R:

fil=) =5 (f(=2) + F(=(=)

=5 (F@) + f(-2) = A(x)
o) =5 (F (=) ~ F(=(=)

= (@) = f(=2)) = ~fulw)

Letzteres zeigt, dass f; € Viyund f, € Vo.Da f = f1 + found weil f € V
beliebig war, haben wir also gezeigt, dass V' = V; + V5. Sei h € V; N V5, dann
gilt

—h(z) "2 h(—2) "€ h(z) VzeR
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WegenVz € R: —z = z = z = 0, folgt h(x) = O fiir alle x € R und folglich
h = 0y. Das zeigt, dass V; N V5, = {0y} und somit V' =V} & V5.

¢) SeiFy = Z, der Korper mit 2 Elementen {0, 1}. Da F, mit Addition eine Gruppe
mit zwei Elementen ist, gilt —0 = 0 und —1 = 1 (vgl. Aufgabe 4 von Serie 2
oder Aufgabe 1 von Serie 3), also z = —xz fiiralle x € Fy. Alsoistidy, € V1NV,
und somit V; N V3 # {0}.



