D-MATH Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Serie 4:

Vektorraume, Unterraume, Linearkombinationen
und Erzeugendensysteme

1. Sei R[z| der Ring der Polynome mit Koeffizienten in R.

a) Definieren Sie eine skalare Multiplikation R x R[z] — R[z] durch punktweise
Multiplikation, i.e. fiir ¢ € R und p € R]x] sei ¢ - p definiert als die Abbildung
f mit der Eigenschaft f(x) = cp(x) fiir alle 2. Zeigen Sie, dass diese skalare
Multiplikation wohldefiniert und dass R[x] mit dieser skalaren Multiplikation
ein Vektorraum tiiber R ist.

b) Seid € Z und seien

Ralz] :={p € Rz] | deg(p) < d}
R_g[z] := {p € Rz] | deg(p) = d}

Bestimmen Sie die minimalen Unterrdume von R[z|, die Ry[x] bzw. R_4[x] ent-
halten.

¢) Gegeben sind die vier Polynome

pi(e) =2 + 27
po(z) =2° — 22 — 4
ps(z) =3z + 4
pa(z) =22+ 3

1. Man schreibe das Polynom 223+3x2—1 als Linearkombination der Polynome

P1, P2, P3, Pa.
2. Berechnen Sie das Erzeugnis (p1, p2, ps, p4)-

Bitte wenden!



“2. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K.
a) Sei w € V. Beweisen Sie, dass das Element v € V' mit der Eigenschaft
w+v= OV

eindeutig ist. Bemerkung: Man schreibt —w fiir dieses durch w eindeutig be-
stimmte v € V.

b) Beweisen Sie, dass A - 0y = Oy fiir alle A € K gilt.

3. Im Folgenden sei K ein Korper.

“a) Sei V ein Vektorraum iiber K und sei W C V eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass
folgende dquivalent sind:

(i) W ist ein Unterraum von V.
(ii) W # {} und fiir alle u,v € W und fir alle A € K gilt u — Av € W.

b) Bestimmen Sie alle o € K, sodass
Vo i={(21,20,23) €K* | 31 + 29 + 13 = o} C K®

ein Unterraum ist.

4. Sei V := M,,.,(R) die Menge der m x n-Matrizen mit Eintrigen in R, versehen mit
Addition und skalarer Multiplikation wie in der Vorlesung definiert. Beweisen Sie die
folgenden Aussagen:

1. Seien W7, W, C V' gegeben als

le{AEV|Z<]:>AU:0}

Dann sind W3, W5 Unterrdume von V und V' = W, & W, d.h. V ist die Summe
der oberen und strikt unteren Dreiecksmatrizen.

2. Seien m = n und

WgZ{AEV‘AH‘l‘Ann:O}

Dann sind W3, W, Unterraume und V' = W3 & Wj.

Siehe nachstes Blatt!



5. Sei K ein Korper und sei V' der K-Vektorraum aller Abbildungen f : K — K. Seien

Vi={feV|VzeK: f(—z) = f(z)} (gerade Funktionen)
Vo ={feV|VzeK: f(—x)=—f(z)} (ungerade Funktionen)

a) Zeigen Sie, dass V, V5, C V Unterrdume sind.

b) Nehmen Sie an, dass KNZ R und zeigen Sie, dass V' = V; & V;. Hinweis: gegeben
f € V, betrachten Sie f(z) := 1 (f(z) + f(—z)).

¢) Zeigen Sie, dass im Allgemeinen V' #£ V| & V5.

6. Online-Abgabe

1. In jedem Vektorraum V gilt av = bv = a =bfira,b e K,v eV
(a) richtig

(b) falsch

2. In jedem Vektorraum V giltav = aw =— v=wfira € K,v,w eV
(a) richtig

(b) falsch

3. Versehen Sie R x R mit folgender Addition “+” und skalarer Multiplikation “-”:

(CLl, CLQ) + (bl, bg) 2:((11 + bl, a2b2>

c- (a1, as) :=(cay,as)

fiir alle (a1, as), (by,b2) € R x R und fiir alle ¢ € R. Mit diesen Verkniipfungen ist
R x R ein Vektorraum iiber R.

(a) Wahr

(b) Falsch

Bitte wenden!



4. Sei K ein Korper und versehen Sie K x K mit komponentenweiser Addition und

[TRIR

einer skalaren Multiplikation “-:
¢ (a1, az) :=(ay,0)

fiir alle (a1, a2) € K x K und fiir alle ¢ € K. Mit diesen Verkniipfungen ist k' x K
ein Vektorraum liber K.

(a) Wahr

(b) Falsch

5. Sei K ein beliebiger Korper. Definiere auf K x K eine Addition durch komponen-
tenweise Addition und eine skalare Multiplikation

(0,0) falls c = 0

V(ay,a9) € K x KN¥c € K :c-(ay,a) := {(ca cla ) sonst
1 2

Mit diesen Verkniipfungen ist X' x K ein Vektorraum tiber K.
(a) Wahr

(b) Falsch

Siehe nachstes Blatt!



6. (Optional) Welche der folgenden Teilmengen W C V' sind Unterrdume?
@ V=R, W={veV|dxreR:v= (0,22 3z)}

b V=RLW={veV|IweR:v=(z,2% 232"}

© V=R, W={veV|dr,yeR:2>yAv=(2,9,0,0)}

(d) Essei K ein Korper,
V - M2><2(K).

W::{(Z Z) 6V|ad—bc#0}

(e) Essei K ein Korper,

und

V — MQXQ(K).
und
a b
W.—{(C d> EV|a—d}
(f) Es sei K ein Korper,
V — MQXQ(K).

und )
a
W= { (1 d) c v}
7. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K. Welche der folgenden Aussagen sind
richtig?
(a) {} C V istein Unterraum.

(b) V enthilt einen Unterraum W C V mit W # V.

(c) Keine der Aussagen ist richtig.

Bitte wenden!



8. (Optional) Sei V' = RN der R-Vektorraum der reellen Zahlenfolgen versehen mit
der Addition

(an)nEN + (bn)nGN = (an + bn)nEN v(an)nGNu (bn)nGN € RN
und der skalaren Multiplikation
A (an)neN = ()‘an>n€N VA S Rv<an)n€N € RN

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

@ W :={(an)ney € RY|IN € N:n > N = a, = 0} ist ein Unterraum.
(b) W :={(ap)neny € RY|IN € N:n > N = a, = 1} ist ein Unterraum.
() W :={(an)neny € RY | 2| n = a, = 0} ist ein Unterraum.

(d) Keine der Aussagen ist wahr.

9. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und seien Uy, U, Unterrdume. Welche
der folgenden Teilmengen von V' sind Unterrdume?

@ U NUy
(b) U, U,
© Ui\l
@ {ov}

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Vor Donnerstag, den 19. Oktober 10:00 Uhr vor-
mittags im Raum HG J 68, in einem der Ficher beschriftet mit Abgabe.



