D-MATH Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung 5:
Lineare (Un-)Abhéngigkeit, Basis & Dimension

1. 1. Angenommen A;, A, sind linear abhdngig. Dann existieren «, 5 € R nicht alle

0, so dass
000y (123 L8 010
000/ “\oo1 00 1
(o 20+ 8 3«
~\0 0 a+p
Also gilt « = 8 = 0 und folglich sind A, A, linear unabhingig.

2. Aus der Rechnung in Teil 1 folgt, dass (A;, A;) C M. Wir miissen also nur
zeigen, dass M C (Aj, Ay), d.h. dass jede Matrix B € Myy3(R) der Form
(66%) mitb—a = fund 3a = cin (A, Ay) enthalten ist. Wir zeigen B =
aA; + (f —a)Ay:

<a b c)_(a a+f 3a)
00 f) \0 O f
:(a 2a 3a)+(0 f—a 0 )
0 0 a 0 0 f-—a
=aA; + (f —a)Ay

3. Sei A3 = (999). Angenommen {A;, Ay, A3} wire linear abhingig. Dann gébe
es «, (3, nicht alle null, so dass

00 0\ [a 220+8 3o«

000/ \»v 0 a+p
und folglich «, 3,y = 0. Das ist ein Widerspruch, und folglich ist { A, Ay, A3}
linear unabhiéngig. Sei B = (3 b ;i) € (A, Ay, As), dann zeigt obige Rechnung,

dass e = 0. Also ist (8 (1) 8) € ngg(R) \ <A1, AQ, A3> und fOlgllCh MQXS(R) 7é
<A17A27A3>-

Bitte wenden!



2. Im Folgenden sei N; € Ny fiir f € K[X] gegeben durch

a)

b)

Ny=min{N e Ny |[VneNy:n >N = f(n) =0}.

Es sei 0 die Nullfunktion, d.h. 0(n) = O fiir alle n € Ny. Dann ist sicherlich
0 € K[X] und somit ist K[.X] nicht-leer. Seien f, g € K[X] und A € K, dann ist
f—X-g € Ko gegeben durch

(f =A-g)(n) = f(n) = Ag(n) (n € No).
Fiir alle n € No mit n > max{Ny, N,} = N gilt f(n) = g(n) = 0. Somit folgt
fiir alle n > N, dass

(f =A-g)(n) = f(n) = Ag(n) =0

und folglich ist f — A - g eine Funktion, die schliesslich verschwindet. Da f, g €
K[X] und X\ € K beliebig waren, ist somit K[X] ein Unterraum.

Seien f1,..., f € K[X] beliebig, und sei N = max{Ny, | 1 < k < m}. Sei
fe{{fi,..., fm}), dann existieren Ay, ..., \,, € K, sodass
f:)\l'f1+"'+)\m'fm

ist. Somit ist fiir n > N

f(n) =AM fi(n) + A fm(n) = 0.

Insbesondere ist die Funktion X nichtin ({fi,..., f.) enthalten und insbeson-
dere ist { f1, ..., fi} kein Erzeugendensystem von K[X|. Da {fi, ..., f,,} eine
beliebige endliche Teilmenge war, besitzt K[X| kein endliches Erzeugendensy-
stem.

Seien nq, ..., n,, € Ny paarweise verschieden und seien Ay, ..., \,, € K mit
A X" A, - X =0,
dann gilt fiir 1 <7 < m, dass
0=MX""(n;) + -+ A X" (n;) = X" (n;) = N

und somit ist \; = 0. Da 1 < ¢ < m beliebig war, sind somit alle Koeffizienten
A1, - -+, A gleich 0 und somit ist die Menge { X™, ..., X"} linear unabhéngig.
Dany,...,n, in Ny beliebig waren, folgt die Behauptung.

Seinun f € K[X] beliebig. Falls Ny = 0 ist, dann ist f = 0 und somit sicherlich
im Erzeugnis von S = {X* | k € Ny} enthalten, da das Erzeugnis per defini-
tionem ein Unterraum ist. Sei also Ny > 1. Definiere eine Funktion g € K[X]

durch
Nj—1

9= f(k)-X* e (S).

k=0

Siehe nichstes Blatt!



dann ist g(n) = 0 = f(n) fur alle n > Ny, und fiir n < Ny gilt

Np—1
g(n) = > f(k)X*(n) = f(n)
k=0
und somit ist g = f. Da f € K[X] beliebig war und da S C K[X] gilt, folgt
(S) = K[X].

d) Um zu zeigen, dass die Verkniipfung wohldefiniert ist, miissen wir zeigen, dass
fiir jedes k € Ny die Menge der Tupel (I, m) € N2 mit [ +m = k endlich ist. Sei
k € Ny, dann gilt fiir alle (I,m) € N2 mit min{l,m} > k, dass [ + m > k ist,
und somit ist
{(l,m)eN; | l+m =k} C{0,...,k}*

eine endliche Menge und insbesondere die Summe

= Y flhg

(I,m)eN3
l+m= k

eine endliche Summe und damit wohldefiniert.
Wir zeigen, dass f * g schliesslich verschwindet. Sei n > Ny + N, — 1, dann ist

Ny—1

(Fxg)m)= > [Wglm)= > fWg(n—1) =0,
(1,m)eN2 1=0
l+m=n
da f(I) fir l > Ny verschwindetund dan — [ > Ny + N, — [ > N, und somit
g(n —1) = 0ist fiir alle 0 < ! < Ny. Insbesondere ist also f * g € K[X].

Schliesslich zeigen wir die Vertrdglichkeit mit der Vektorraumstruktur in zwei
Schritten. Fiir die Additivitit berechnen wir fiir f, g1, go € K[X] und beliebige
n € Ny, dass

(f *(g1+ g2)) Z f(D) (g1 + g2)(m)
(I,m)eN3
l+m=n
= Y ) ) + g2(m))
(I,m)eN3
l+m=n
Z f)gi(m Z f()g2(m
(,m)eNZ (I,m)eN
l+m=n l+m=n
= ([ xg1)(n) + (f * g2)(n)

und somit ist f * (g1 + g2) = f* g1 + f * go.

Bitte wenden!



Fiir die Vertraglichkeit mit der skalaren Multiplikation seien A\ € Kund f,g €
K[X]. Fiir beliebige n € Ny gilt dann

(f = (A = > ) = Y f(DArg(m)

(I,m)eN3 (I,m)eN3
l+m=n l+m=n
=X > f(hg(m) = A(f - g)(n)
(I,m)eN3
l+m=n

und somit folgt f % (A-g) = \-(f *g).

Beides zusammen impliziert
frlg+A-g)=fxg+fx(A-g2)=[xg+A(f*g0)

e) Wir berechnen

1 fallsk+1[=
(e XYm) = 3 X = 3 Gu =4 AEEEEET
(s,t)ENZ (s,t)ENZ sonst
s+t=n s+t=n

und somit gilt X* x X! = X**+ punktweise.

f) Da K[X] ein Unterraum von K ist, ist (K[X], +, 0) eine abelsche Gruppe. Wir
zeigen als nédchstes die Assoziativitit und die Kommutativitit der Multiplikation
sowie die Distributivitit der Multiplikation beziiglich Addition.

Wir beginnen mit der Kommutativitit. Seien f, g € K[X] und n € Nj beliebig,
dann ist

(g N)n)=>_ g)fm)= > glm)f(Q)

(I,m)eN3 (m,l)ENZ
l+m=n m-+l=n
= 2 fgtm)= 3 )
(m,1)EN2 (I,m)eN3
m+l=n l+m=n
= (f*g)(n)

und somit gilt g x f = f *x g.
Zum Beweis der Assoziativitit seien f,g,h € K[X] und sei n € Ny beliebig,
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a)

dann gilt

(f(gxm)n)= D fOgxm)m)= > >  f()

(I,m)eN3 (I,m)€eNZ (r,s)eN2

I+m=n l+m=n 7r+s=m
= 2 f0 =2 20

(I,r,s)EN] (m,s)eN2 (I,r)eNZ

l4+r+s=n m+s=n_[+r=m

= > (Fx9)m)h(s) = ((f*g) *h)(n)
(m,s)ENZ
m-+s=n

und also ist f x (gx h) = (f * g) * h.

Wir bemerken, dass die Distributivitidt von links bereits in Teilaufgabe d) gezeigt
wurde. Distributivitdt von rechts folgt aus der Kommutativitiit der Verkniipfung.

Aus der Definition von 0 sowie der Verkniipfung * folgt sofort, dass X° *0 = 0
gilt. Wir wissen zudem, dass fiir alle k& € Ny gilt X° * X* = X*, und somit folgt
aus der Distributivitit sowie dem eben gezeigten, dass fiir f = > Ay - X* €

K[X] gilt
X0 f = "N (X0 XF) = N XF =
k=1 k=1

und somit ist X eine eins fiir .

Es ist 0(z) = 0 eine Polynomfunktion, wobei wir alle Koeffizienten gleich 0
wihlen. Somit ist 0 € V. Um zu zeigen, dass V' ein Unterraum ist, miissen
wir zeigen, dass fiir je zwei Polynomfunktionen f,g € V und fiir A € Fj3 auch
f—Ag wieder eine Polynomfunktion ist. Seien ag, . . . , a,, b, . . . , b, € F3,sodass

f(x) =>"1_gaxz® und g(z) = Y7 _, bpz” gilt.
Es folgt aus den Korperaxiomen, dass fiir beliebige x € F5 gilt

(f =X g)( Zakx —)\Zbkx
- Z apa® + Z(_/\bk)xk
- Z ay + (—Abg))
- Z(ak — by, )z
=0

und somit ist f — A - g eine Polynomfunktion, insbesondere also in V. Somit ist
V ein Unterraum von F5™

Bitte wenden!



b) Man beachte |V| < |F5"*| = 3% = 27 und somit ist beispielsweise V' ein endli-
ches Erzeugendenstystem (ndmlich V7). Um explizit eines anzugeben, bemerken
wir, dass die Abbildungen z — 2" (n € N) ein Erzeugendensystem bilden, da
sich jede Polynomfunktion per definitionem als Linearkombination dieser Abbil-
dungen schreiben ldsst. Sei n > 1, dann ist 0" = 0 und 1" = 1 (mod 3). Wir

behaupten, dass
1 falls 2
2" mod 3 = { alls 2 n
2 sonst

gilt, was insbesondere impliziert, dass die Abbildungen x — 22 k> 1, alle
mit z +— 22 und analog = +— z?*!, k > 1, alle mit > = iibereinstimmen.
Insbesondere ist also

{1,200 2,2 2°}

ein Erzeugendensystem von V.

Die Behauptung gilt, falls n = 1 oder n = 2 ist. Sei also n > 2 und die Behaup-
tung fiir alle alle 1 < m < n bereits bewiesen. Dann ist

2" mod 3 = 2"?2?mod 3 = (2" ?mod 3)(2* mod 3) = 2" ?mod 3
und somit folgt die Behauptung per Induktion.

Bemerkung: Sie werden in Kiirze verstehen, dass jede Abbildung 5 — 3 eine Poly-
nomfunktion ist.

4. Wir schreiben 2 fiir das Element 2 - 1x = 1x + 1x € K und wir schreiben % fiir
271 e K!

1. “=": Angenommen {u,v} sind linear unabhingig und «, 5 € K mit 0 =
a(u+v) + f(u —v), dann gilt

Oy =a(u+v)+ fu—v)=(a+ Blu+ (o — B)v
Also0=a+ 8 =a— (3, also
1 B=f=-B=(-1)-5

und wenn 3 # 0, dann impliziert die Kiirzungsregel, dass 1 = —1, im Wi-
derspruch zur Voraussetzung. Also ist # = 0 und folglich auch o = 0. Dies
zeigt, dass {u + v, u — v} linear unabhingig ist, wie gewiinscht.

Man beachte also, dass 2 € K und somit nicht in Z. Wir verwenden also dasselbe Symbol fiir zwei
eigentlich verschiedene Elemente.

Siehe nachstes Blatt!



“<": Angenommen {u + v,u — v} sind linear unabhéngig aund «, 5 € K so

dass
Oy = au+ Bv
Setze
, 1
o == (a+f)
2
1
g 325(04 —B)
Dann gilt

o (u+v)+ B (u—v) =+ )+ (o' = 3w

1 1
:§2au + 52,81) = au + [v

Alsoist 0 = o = . Daraus folgt 0 = o’ + ' = aund 0 = o/ — ' = f3,
und folglich ist {u, v} linear unabhéngig.
Bemerkung: In IF5 is 2 = 0, somit ist 2 nicht invertierbar und wir konnen o’ nicht
wie oben definieren. Man sieht aber sofort, dass die Aussage falsch ist, denn in
Fy ist 1 = —1 und folglich v — v = u + v, also ist {u + v, u — v} sicher nicht
linear unabhingig.

. “=” Seien {u, v, w} linear unabhingig und seien «, 3,7 € K so dass
Oy =a(u+v) + (v +w) +y(w+u)
=(a+y)u+ (a+p)v+ (B+y)w

Nach Annahme sind also 0 = a+v = a+/ = f+7.Esgiltalsoy = —a =,
B = —aund 4+ v = —2«. Folglichist & = Ound also 0 = o = —( =
-y =0.

“=": Seien {u + v,v + w,w + u} linear unabhingig und «, 3,y € K mit

Oy = au + Bv + yw

Dann gilt auch
ov = (g2)u+ (39)v+ (37)
v = 2a U 5 v 27 w
Definiere
o =a+f-vq
f=—a+fty
Y =a— B+
Dann gilt:

o (u+v) + (v +w) +7'(w +u) =2(au) + 2(5v) + 2(yw)

Bitte wenden!



Alsoist 0 = o/ = ' = +'. Es folgen
200 =a/ ++' =0
286=a"+ 3 =0
2y=p"+79"=0
und also @ = § = v = 0. Dies zeigt, dass {u, v, w} linear unabhingig ist.
Bemerkung: Wo wurde verwendet, dass u, v, w paarweise verschieden sind?

. Seien «, 3,7 € R, dann ist

1 0 2 o+ 2y
vi=a|l0|+B8 2|+ 4| =| 20+4y
0 t t2 t(B + i)
Sei v = 0, dann ist entweder ¢ = 0 oder § = —~t. Fallst = 0, sei v := 1,
b = =2, a := —2, dann ist Oy = v eine nicht-triviale Linearkombination und

folglich ist fiir ¢ = 0 die Menge
{(1,0,0),(0,2,1), (2,4,*)}

linear abhiingig.

Sei also v = 0 und ¢t # 0. Dann ist 3 = —~t und 23 = —4, folglich ist t = 2.
Alsoistao = = —27.Seiy =1, also « = = —2, dann gilt

—2+2 0
v = —4+4 =10
2(—2+2) 0

Folglich ist
{(1,0,0),(0,2,1),(2,4,*)}

linear abhiingig.

Falls t # 2,t # 0 und v = 0, dann folgt aus obiger Argumentation, 5§ = v = 0
(da sonst t(8 + ~t) # 0), und also auch o = 0. Somit ist die Menge

{(1,0,0),(0,2,t), (2,4,t*)}
fir t € {0, 2} linear unabhéngig.

. Seien vy, ..., v, die Spalten von A, und seien «, ..., a, € K. Sei v := ayv; +
c QU
Eine Induktion zeigt, dass fiir den k-ten Eintrag v*) von v gilt

v = z”: @i Api
i=k

Siehe nachstes Blatt!



6.

Falls n = 1, dann ist nichts zu zeigen. Sei die Aussage also wahr fiir jede obere
Dreiecksmatrix B € M,,»,(R). Sei N :=n + 1und A € My n(R) eine obere
Dreiecksmatrix. Dann existiert ein B € M,,,,(R), ein Vektor u € R" und o € R

so dass
B u
= (5 )

Seien wy, . . ., w, die Spaltenvektoren von B, vy, . .., vy die Spaltenvektoren von
A, und sei v := 31 avy. Sei 1 < k < n, dann gilt fiir den k-ten Eintrag v(*)
von v

N n n
?)(k) = Z Ozﬂ)gk) = Z azwz(k) + OzNU(k) = Z aiBm‘ + OzNu(k)
=1 i=1 i=k

n N
= Z i Ap; + anAgn = Z o Agi

i=k i=k

) = anAny = Z]kV:N o, Anp und folglich ist die Formel bewiesen.

Es gilt v
Nehmen wir also an, dass A € M,,(R) eine obere Dreiecksmatrix ist, mit
Ay # Ofuralle ] < ¢ < n. Seien vy,...,v, € R" die Spalten von A und
ai,...,a, € Rsodass ajvy + -+ 4+ a,v, = 0,also 0 = Y"1, oy Ay, fiir alle
1 < k < n. Insbesondere gilt 0 = a, A,,, und aus A,, # 0 folgt o, = 0.
Seil < k& < nund seien a1y = -+ = «a, = 0. Dann gilt nach Annahme
0=>", @Ay = apAy, und folglich oy, = 0. Es folgtalsoag = -+ = o, = 0
und folglich sind vy, . . ., v, linear unabhéngig.

. Angenommen asin(x) + [ cos(z) = 0 fir alle z € R, mit o, 5 € R nicht beide

null. Dann gilt
sin(x)

= —f Vzeccos 'R\ {0})

cos(z)
Da Z;)I;((:'éi)) = 1, folgt @ = —f und da nach Annahme nicht beide null sind, gilt
also tan(z) =

sin(x)

cos(n) = Lfuralle 2 € cos™ (R), was natiirlich nicht stimmt.

. Angenommen o, f € R mit ae®® + Be™ = 0 fiir alle x € R, dann ist e~ =

— 3. Also ist e(*~")® konstant, und folglich s = r. Das ist ein Widerspruch.

1. “=": Angenommen ad — bc = 0 mit d # 0 oder b # 0, dann gilt

) ()= () = (o)

Also ist B keine Basis.

Falls b = d = 0, dann ist B = {(§), (§)} sicher nicht linear unabhingig.
Wir haben also gezeigt, dass fiir jede Basis B = {(¢),(3)} von C? gilt
ad — bc # 0.

Bitte wenden!



“<": Angenommen D := ad — bc # 0 und () € C% Definiere

a'_dx—cy 6._—bx+ay
- D - D
dann gilt
AW _ 1 ((dz —cy)a+ (—bx + ay)c
“\b d) D \(dr —cy)b+ (—bx + ay)d

Alsoist B = {(%),(5)} ein Erzeugendensystem von C? und da dim C = 2
(als Vektorraum iiber C), folgt dass B eine Basis ist.

s={(0)- (D))o {(0)- (1))

sind disjunkte Basen.

2. Die Mengen



