D-MATH Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Serie 5:

Lineare (Un-)Abhéngigkeit, Basis & Dimension

1. Seien Ay, Ay € My, 3(R) gegeben durch

12 3 010
Al_(o 0 1)’ A2_<0 0 1)

1. Zeigen Sie, dass { Ay, As} linear unabhéngig ist.
2. Sei

M:z{(Z Z ;) €M2X3(R)|d:e:O,b—a:f,3a:c}

Beweisen Sie, dass (A7, As) = M.

3. Finden Sie A3 € Msy3(R) sodass { Ay, As, A3} linear unabhéngig ist. Ist (A;, A, A3) =

2. Das Ziel dieser Aufgabe ist, den Ring der Polynome iiber einem beliebigen Korper
formal zu definieren. Im Folgenden ist K ein beliebiger Korper. Wir haben in der Vor-
lesung gesehen, dass die Menge K™ ein K-Vektorraum ist. Im Folgenden bezeichne
K[X] die Teilmenge der schliesslich verschwindenden Funktionen in Ko, d.h.

KX]={fecKV|3INeNWVneNy:n>N = f(n)=0}.
a) Zeigen Sie, dass K[X] ein Unterraum ist.

b) Zeigen Sie, dass K[X] kein endliches Erzeugendensystem besitzt.

Bitte wenden!



“¢) Gegeben k € Ny, sei X* € K[X] die Abbildung gegeben durch

1 fallsn =k

Vn € Ny: XF(n) = {
0 sonst

Zeigen Sie, dass die Menge S = {X* | k € Ny} linear unabhingig ist und dass
K[X] von S erzeugt wird.

d) Definieren Sie eine Verkniipfung * : K[X] x K[X] — K" wie folgt: Gegeben
f,g € K[X] sei f * g definiert durch

VkEeNo: (fxg)(k)= > f(Dg(m).
(I,m)eN?
l+m=k

Zeigen Sie, dass * wohldefiniert ist, Bild in K[X] besitzt und dass * mit der
Vektorraumstruktur vertriaglich ist, d.h. fiir alle f,g;,¢92 € K[X] und fiir alle
AeKgilt f# (g1 4+ A g2) = frgi+ A (f*g0)

e) Zeigen Sie, dass X* x X! = X*+ gilt fiir alle k,[ € N,.

f) Zeigen Sie, dass K[X] mit den Verkniipfungen + und * ein kommutativer Ring
mit Einselement XY ist.

Die Menge K[X] ist der Ring der Polynome iiber K. Man schreibt normalerweise 1
fiir das Element X° und X fiir X!, sowie \f fiir A - f und fg fiir f * g. Da die Menge
{X"* | k € Ny} ein linear unabhiingiges Erzeugendensystem ist, besitzt jedes Polynom
f in K[X] eine eindeutige Darstellung der Form

f= i e XF
k=0

3. Im Folgenden bezeichnen wir mit V' C Fs"* die Menge der Polynomfunktionen auf
Fs, d.h. fiir alle f € V existieren aq, . .., a, € Fs, sodass f(z) = >_}_, apz® gilt fiir
alle x € Fs.

g) Zeigen Sie, dass V' ein Unterraum von F3 2 ist.

h) Finden Sie ein endliches Erzeugendensystem fiir V.

4. Sei K ein Korper in dem 1 # —1, und sei V' ein Vektorraum iiber K.

1. Seien u,v € V und u # v. Dann ist {u, v} genau dann linear unabhéngig, wenn
{u + v,u — v} linear unabhingig ist.

Siehe nachstes Blatt!



2. Seien u,v,w € V paarweise verschieden. Dann ist {u, v, w} genau dann linear
unabhingig, wenn {u + v, v + w, u + w} linear unabhéngig ist.

S. Sind die folgenden Mengen linear unabhéngig iiber R?

1. {(1,0,0),(0,2,%),(2,4,t*)} firein t € R.

2. Die Menge der Spalten einer oberen Dreiecksmatrix A € M,,«,,(R) mit A;; # 0.
3. {sin(x),cos(z)} C {f : R — R}

4. {e™ e} C {f : R — R} fiir fixe s, € R.

6. Betrachten Sie den C-Vektorraum C2. Sei B C C? gegeben durch

5=10) (0)y

1. Zeigen Sie, dass B genau dann eine Basis von C? ist, wenn gilt ad — bc # 0.
2. Finden Sie zwei disjunkte Basen By, By C C? (d.h. B; N By = ).

fir a,b,c,d € C.

7. Online-Abgabe

Bitte wenden!



1. (Aufgabe aus der Zwischenpriifung 2014) Welche der folgenden Mengen von Vek-
toren im R* sind linear unabhiingig?

/

1 0 0 1
0 1 1 0
(a) 0 ) 1 ) _1 b 0
L\l 0 0 —1
(/1 1 1 0
1 1 0 0
(b) 1 ) 0 ) 0 ) 0
L \0 0 0 0
(/1 0 0 1
0 1 0 1
(C) 0 ) O ) 1 b 1
L\ -1 1 1
(/1 0 0 1\ )
1 1 0 0
(d) 0 ) 1 ) 1 ) O
L \0 0 1 1/

(e) Keine der Mengen ist linear unabhéngig.

2. Jede Teilmenge S C V eines Vektorraums V iiber K, die den Nullvektor enthilt,
ist linear abhéngig

(a) richtig

(b) falsch

Siehe nichstes Blatt!



3. Sei V' ein Vektorraum iiber K. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(a)

(b)
(©)
(d

(e)

Sei v € V, dann ist die Menge W := {w € V | 3IA € K: w = X - v} ein
Unterraum von V.

Eine Teilmenge W C V ist genau dann ein Unterraum, wenn (W) = .
Seien S;, Sy C V Teilmengen. Dann gilt (S} U Sy) = (S;) + (Ss).
Seien Sy, Sy C V Teilmengen. Dann gilt (S; N Sy) C (S1) N (Sa).

Keine der Aussagen ist richtig.

4. Sei V ein Vektorraum iiber K, dim V' = n < oo. Ist die folgende Aussage wahr
oder falsch? Es existieren eindeutige Unterrdume W1, Wy C V mit dim W; = 0 und

dim Wy = n.
(a) Wahr
(b) Falsch

5. Sei V ein Vektorraum iiber einen Korper K. Sei S; C V. Welche der folgenden
Aussagen ist richtig?

(a)

(b)
(c)
(d)

(e

®

Falls S linear abhingig ist, so ist jeder Vektor v € S eine Linearkombination von
Vektoren in S\ {v}.

Sei S linear abhéngig und 7' C .S. Dann ist 7" linear abhéngig.
Sei S linear unabhéngig und 7" C S. Dann ist 7" linear unabhingig.
Sei Sy C V mit (Sy) C (Sy), dann gilt |Sy| < |Sq].

Seien dim V' < oo und S; linear unabhingig. Sei Sy C V' mit (Ss) = V, dann
gilt [S1] < |Ss.

Keine der Aussagen ist richtig.

Bitte wenden!



6. Priifung Winter 2017: Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Seien Sy, S5 C
V Teilmengen. Dann gilt

span(S; U Sy) = span(S7) U span(Ss).
(a) Wabhr.

(b) Falsch.

7. Priifung Winter 2017: Seien V' ein Vektorraum, S C V eine Teilmenge und W ein
Unterraum von V. Wenn .S C W, dann gilt W C span(5).

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

8. Priifung Winter 2017: Seien V ein Vektorraum und W, W5 C V Unterrdume mit
dim W; = m, fir+ = 1,2 und sei W, & W5 = V. So gilt

dim (Wl D WQ) = mq + Mms.
(a) Wabhr.

(b) Falsch.

9. Priifung Winter 2017: Sei V' ein dreidimensionaler Vektorraum und seien Uy, U C
V Unterrdume mit dim(U;) = 1, dim(Us) = 2. Dann gilt

V =U, + Us.
(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Siehe nachstes Blatt!



10. Priifung Winter 2017: Sei V' ein Vektorraum mit einem unendlichen Erzeugenden-
system. Dann ist V' unendlich-dimensional.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

11. Priifung Sommer 2017: Betrachten Sie die Unterrdume V; = {(z,0,0) € R? |
re€R}}und V, = {(z,y,2) € R® |z +y =0}. Dann ist R* = V; & V5.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

12. Priifung Sommer 2017: Sei V' ein Vektorraum. Dann gilt: Jede Teilmenge von V'
ist entweder linear abhédngig oder linear unabhéngig.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

13. Priifung Sommer 2017: Drei Vektoren v1, vy, v3 sind linear unabhéngig genau dann
wenn sie paarweise linear unabhéngig sind (also wenn jede der Mengen {vy, v}, {v1, v3}, {v2, v3}

linear unabhéngig ist)
(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



14. Priifung Sommer 2017: Sei V' ein Vektorraum. Fiir jede nicht-leere Teilmenge
S C V sind folgende Aussagen dquivalent:

» Kein Element von S ist eine Linearkombination der tibrigen Elemente von S.

 Jeder Vektor in V' besitzt hochstens eine Darstellung als Linearkombination der
Elemente von S.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

15. Priifung Sommer 2017: Sei V ein endlichdimensionaler Vetorraum und seien
Wy, Wy C V Unterrdume mit W7 N Wy = {0y }. Dann gilt

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

16. Priifung Sommer 2017: Sei V' ein Vektorraum. Je zwei Erzeugendensysteme von
V haben dieselbe Kardinalitit.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Vor Donnerstag, den 26. Oktober 10:00 Uhr vor-
mittags im Raum HG J 68, in einem der Féacher beschriftet mit Abgabe.



