D-MATH Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung 6:

Lineare Abbildungen, Quotientenriume

1. a) Esist
T(0v) =T(Ov + 0y) =T(0v) + T(0v)

und da (W, +, Oy, ) per definitionem eine abelsche Gruppe ist, folgt aus der Kiir-
zungsregel, dass Oy = T'(0y).

b) “=-" Falls T linear ist, dann gilt

T(vy = Avz) = T'(vy + (=A)v2) = T(v1) + T((=A)v2)
= T(v1) + (=A)T(v2) = T(v1) = AT (v2).

“<" Fiir vy, v9 € V gilt v; + v9 = v; — (—1)v9, und folglich
T(vy +ve) =T(vy — (=AN)va) =T(v1) — (=1)T(v2) = T(v1) + T'(vg)
und dhnlich ist Av; = 0y — (—A)v; und folglich

T(/\Ul) = T(Ov) — (—/\)T(UQ) == )\T(UQ)

¢) Seien vy, vy € Ker(7T) und A € K, dann folgt aus der Linearitit von 7', dass
T(Ul — )\UQ) = T(Ul) — )\T(Ug) = OW — )\OW = OW

Somit ist v; — Ave € Ker(7') und folglich ist Ker(7") ein Unterraum.

Seien wy, wy € Im(7") und A € K. Per definitionem existieren vy, v, € V, sodass
wy = T'(vy) und wy = T'(v9) gelten. Es folgt aus der Linearitdt von 7', dass

wy — Awg = T(v1) — XT'(v) = T'(v; — Avg) € Im(T)

und folglich ist Im(7") ein Unterraum.

Bitte wenden!



d) Da T7'({w}) ein Unterraum ist, ist Oy € T !'({w}), also gilt insbesondere
T(0y) = w # Ow. Somit ist nach Teilaufgabe a) die Abbildung 7" nicht line-
ar.

a) Da W ein Vektorraum ist, gilt w —w = 0 € W fiir alle w € W, also ist R
reflexiv.

Falls v; — vy € W, dann ist auch —(v; — v3) = v — v; € W und R ist sym-
metrisch. Da W unter Addition abgeschlossen ist, gilt fiir vy — v € W und
v9 — v3 € W auch

U1—1)3:(U1—’U2)+(112—U3) eWw
Also ist R transitiv und somit eine Aquivalenzrelation.

b) Angenommen v; ~ vy und v] ~ v}, dann existieren w,w’ € W so dass v; =
v9 + w und v} = vy + w’. Also ist

(vg+uvy) — (v +0) =w+w eW
Es folgt also [vg 4+ v4] = [v1 4+ v}] und somit hingt die Addition nicht von der

Wahl der Reprisentanten ab und ist wohldefiniert.

Sei A € K, dann ist
Ag —Avy = weWwW

Es folgt also [Avy] = [Avy] und somit hiingt die skalare Multiplikation nicht von
der Wahl des Reprisentanten ab und ist wohldefiniert.

Die Vektorraumaxiome folgen sofort aus den Vektorraumaxiomen fiir V. Seien
u,v,w eV, A\ u €K, dann

V1) [u] + [v] = [u+v] = [v+ u] = [v] + [u]

V2) ([u] + [v]) + [w] = [u+v] + [w] =

= [u] + [v + w] = [u] + ([v] + [w])
V3) [Ov] -+ [U] = [OV + U] = [U]
V4) [—o] + [v] = [-v+ 0] = [0v]

Ao = A [ul + A [v]

V8) (A+p)- ] = [A+p)-v] = A-vtp-v] = Ao+ [p-v] = A-[o] +p- [v]

Also ist V/ ~ mit diesen Verkniipfungen ein Vektorraum iiber K.

Siehe nachstes Blatt!



c)

Wir definieren 7" : V/W — V/ ~ durch T'(v + W) = [v] (v € W). Wir miissen
zuerst zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert ist. Seien also vy,v5 € V, so
dass v; + W = vy + W, dann existiert fiir jedes w; € W ein wy € W, so dass
v1 + wp = v9 + we. Fiir wy; = 0 folgt insbesondere, dass v; = vy + w fiir ein
w € W, also v; — vy € W und also [v1] = [vy]. Somit ist das Bild von v + W
unter 7' nicht vom Représentanten von v+ I/ abhiingig und 7" also wohldefiniert.

Fiir die geforderte Linearitit berechnen wir fiir u,v € V und A € K

T(u+W)+w+W))=T(u+v)+ W)= [u+v] = [u] + [v]
=T(u+W)+T(w+W)
TAu+W))=TAu+W) = [\
=X [u =X T(u+ W)

Die Abbildung ist sicherlich surjektiv, da jedes Element in x € V/ ~ per De-
finition von der Form = = [v] fiir ein v € V, also auch x = T'(v + W). Fiir
die Injektivitit nehmen wir an, dass u,v € V mit T(u + W) = T(v + W),
also [u] = [v]. Dann gilt u — v € W und folglich existiert w € W so dass
u = v + w. Wir miissen nun daraus folgern, dass uw + W = v + W. Sei
w e W,dammistu + v’ = (v+w)+w =v+ (w+w) € v+ W und
alsou + W C v+ W, daw € W beliebig war. Andererseits gilt fiir beliebige
w € Wauchv+w = (u—w)+w =u+ (—w+ w) € u+ W und also
v+ W Cu+ W, und folglich u + W = v + W. Also ist T' bijektiv.

Da V nach Voraussetzung ein endlichdimensionaler Vektorraum ist, gilt das-
selbe fiir V/W. Sei dim(V/W) = m und sei {z1,...,z,} eine Basis von
V/W. Per definitionem existieren us, ..., u,, € V, so dass x; = u; + W. Sei
U = (uy,...,u,) C V. Wir behaupten, dass V' = W @& U. Wir zeigen zuerst,
dass UNW = {0y} gilt. Angenommen v = \ju; + - - - + AU, € UNW, dann
ist wegenv € W

Ovyw =0+ W = (Aug + -+ + Apttn) + W
=A(ur + W)+ -+ A (um + W)
=\NT1+ -+ AT

und folglich Ay = --- = \,, = 0. Dies zeigt einerseits, dass v = 0Oy gilt —
also insbesondere haben wir U N W = {0y} gezeigt — und andererseits, dass
{uy,...,uy} eine linear unabhéngig Menge von m Vektoren ist. Da nach Kon-
struktion dim U = m = dim(V/W) folgt

dim(U 4+ W) =dimU + dim W — dim(U N W)
=(dimV —dim W) +dimW + 0 = dim V

und folglich ist U + W = V. Also insbesondere V = U & W.

Bitte wenden!



b)

“="" Wir nehmen an, es gelte W; € W, (oder dazu dquivalent W, \ Wy # {})
und Wy & Wy (bzw. Wy \ Wi # {}), und dass die Vereinigung 1 U W5 ein
Unterraum ist. Seien wy € Wi\ Wy und wy € Wy \ Wi. Dawy, we € W1 UW,
gilt, ist nach Voraussetzung auch v = w; + wo € W7 U Ws. Insbesondere gilt
also v € W; oder v € W,5. Angenommen v € Wy, dann ist auch wy =
v —w; € W; im Widerspruch zur Wahl von w,. Also ist v € W5, und
somit auch wy; = v — wy € W, ebenfalls im Widerspruch zur Wahl von
wy. Also konnen nicht alle Annahmen gleichzeitig wahr sein und es folgt die
gewiinschte Implikation.

“<” Falls W, C W, gilt, dann ist Wy U Wy, = W, und somit W; U W5 nach
Voraussetzung ein Unterraum. Analog iiberpriift man den umgekehrten Fall.

Reflexivitit folgt aus Teilaufgabe a). Symmetrie folgt aus der symmetrischen For-
mulierung der definierenden Relation: Seien W1, W5, U € V), sodass Wy & U =
W, & U, dann ist wegen der Symmetrie von = auch Wy, & U = W; & U, und es
folgt die Symmetrie der Relation. Es bleibt, die Transitivitit zu beweisen. Hierfiir
zeigen wir zuerst, dass je zwei Unterrdume derselben Dimension einen gemein-
samen direkten Summanden besitzen.

Behauptung: Gegeben Wy, W5 € V mit dim(W;) = dim (W), dann gilt
W1 ~ Wg.

Wir machen eine umgekehrte Induktion iiber die Dimension von W;. Dafiir ver-
wenden wir implizit, dass fiir jede Zahl £ € N mit 1 < k& < dim(V') ein Unter-
raum der Dimension k existiert. Falls dim(V") = 0 ist, ist die Aussage klar. Sei

also dim(V’) > 1 und sei {v1, ..., Vaim(v)} eine Basis von V. Dann ist fiir jedes
1 <k < dim(V') die Menge {v1, ..., vs} eine linear unabhéngige Menge mit k
Elementen und somit (vy, . .., vy) ein Unterraum der Dimension k.

Falls dim(W;) = dim(V') gilt, ist die Aussage klar, da V' = W; = W; & {0y }.

Sei dim(W;) = dim(V) — 1. Falls W; = Wj, dann folgt W, ~ Wj aus der
Reflexivitit. Sei also Wy # Wj. Falls W, C Wjs, dann folgt aus der Gleicheit
der Dimensionen, dass W; = Wj gilt, im Widerspruch zur Voraussetzung, und
folglich ist W; & Wj. Nach Vertauschung der beiden Unterrdume folgt analog
W3 & W;. Insbesondere wissen wir aus Teilaufgabe a), dass Wy U W3 kein
Unterraum und somit insbesondere von V' verschieden ist. Dies impliziert, dass
ein v € V existiert, sodass v ¢ W und v ¢ W3 gilt. Somit ist ¥/ ein echter
Unterraum von Wi + (v) und W3 ein echter Unterraum von W3 + (v). Aus der
Voraussetzung dim (W) = dim(W3) = n — 1, folgt

V =W+ (v) = W5+ (v).

Seii = 1,3 und w € W; N (v). Angenommen w # Oy. Daw € (v), istw = \v
fir ein A € K, und aus w # 0Oy folgt A\ # 0. Da W, ein Unterraum ist, ist
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W; abgeschlossen unter skalarer Multiplikation und es gilt v = A\'w € W}, im
Widerspruch zur Wahl von v. Also folgt W;N(v) = {0y } und somit V' = W;&(v)
fiir - = 1, 3, insbesondere also W; ~ Wjs.

Seien nun Wy, W5 € V von derselben Dimension 0 < k < n — 1. Wir konnen
aufgrund der Reflexivitit der Relation ~ wieder ohne Beschriankung der Allge-
meinheit annehmen, dass W, und W3 verschieden sind. Angenommen wir wissen
bereits, dass fiir Paare von Unterrdumen der Dimension £ + 1 ein gemeinsamer
direkter Summand existiert. Wie oben argumentiert, folgt aus der Gleichheit der
Dimension, dass W; U W3 kein Unterraum ist, und somit ein v € V existiert,
sodass v ¢ W; U Wj ist. Dann sind Wi + (v) und W5 + (v) Unterrdume der
Dimension k + 1. Insbesondere existiert ein direkter Summand U € V), sodass

V=W+{@)eU=Wy+(v)aeU
gilt. Wir behaupten, dass U’ = (v) 4+ U ein gemeinsamer, direkter Summand ist.

Seiw € W;N((v)+U),dannist w = Av+u firein A € Kund ein v € U. Nach
Konstruktion ist u = w— AV € (W;+(v))NU und somit folgt nach Wahl von U,
dass u = 0 und also w = \v € W; N (v). Wie bereits oben argumentiert, folgt aus
v & W;,dass A = 0 und folglich w = Oy . Dies zeigt, dass W;N((v)+U) = {0y}
gilt. Es bleibt zu zeigen, dass V' = W; + U’ gilt. Dies ist eine Konsequenz der
Assoziativitit der Addition: Sei w € V, dann folgt aus V' = (W; 4 (v)) & U, dass
w; € Wi, A € K, sowie u € U existieren, sodass gilt

w=(w; + ) +u=w;+ (A\v+u) €W, + ((v)+U),
und da w € V beliebig war, folgt V- =W, + ((v) + U).
Wir beweisen die Transitivitit von ~:

Behauptung: Seien Wy, Wy, W3 € V, sodass W ~ W5 und Wy =~ W3
gelten. Dann gilt auch W ~ Ws.

Wir bemerken zuerst, dass fiur W{, W3, U € V mit W] @ U = W, @ U folgt
dim(W]) 4+ dim(U) = dim(W, & U) = dim(W, & U) = dim(W3) + dim(U)

und somit insbesondere W] ~ W; — dim(W]) = dim(W3). Seien also
Wi, Wy, W3 € V mit Wy =~ W, und W5 ~ W3 gegeben, dann gilt insbeson-
dere dim(W;) = dim(W3). Es folgt W, ~ W3 sofort aus der vorangehenden
Behauptung.

Aus der obigen Diskussion folgt, dass zwei Unterrdume W5, W5 von V' genau
dann &dquivalent sind beziiglich der Relation ~, wenn sie dieselbe Dimension
besitzen, d.h. die Aquivalenzklasse von W, € V ist gegeben durch

[Wile = dim ™ ({dim(W)}) = {W € V | dim(W) = dim(W;)},

wobei wir die Dimension als Abbildung dim : V — {0, ...,dim(V")} interpre-
tieren.

Bitte wenden!



4. Wir wissen aus der Vorlesung, dass V' = W; & W, d.h. fiir alle A € V existieren
eindeutige B € W1, C € Wy, sodass A = B+ C. Seienniamlich A € V, B, B’ € W;
und C,C" € Wy, sodass A= B+C = B'+(C',dannist B—B' = C'—C € Wi nNW,
und folglich B = B"und C' = C".

Gegeben A € V, dann schreiben wir Ay, € Wi und Age, € Wo fiir die eindeutig
bestimmten Elemente mit

A= Asym + Askew

Definiere
T : V/Wl — WQ,A+ W1 > Askew

Wir miissen zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert ist. Angenommen A, A" € V
mit A + W, = A’ + W;. Per definitionem existiert ein B € W, so dass A’ = A + B,
folglich gilt
A=A +B = (Asym + Askew) + B
- (Asym + B) +Askew
w
IS4

Es gilt also A., .. = Askew und somit ist 7" wohldefiniert. Wir iiberpriifen die Lineari-

tiat. Seien A, B € V, dann ist

A + B :(Asym + Askew) + (Bsym + Bskew)
= (Asym + Bsym) + (Askew + Bskew)

. J N /

ewy eWs
Also ist (A 4 B)skew = Askew + Bskew und folglich
T(A+ W)+ (B+Wy)) =T((A+ B)+ W) = (A+ B)skew
=Askew t Bskew
=T(A+ W)+ T(B+ W)
Ahnlich gilt fiir A € R, dass
A A= X (Agym + Askew) = A - Agym + A - Ageens
—_——
ewr EW2
Alsoist (A © A)gkew = A+ Agkew- Es folgt
T (A+ W) =T(A- A+ W) = A Agew = A- T(A)
Es bleibt zu zeigen, dass 7' eine Bijektion ist. 7" ist sicherlich surjektiv, da fiir jedes

AeW,ygilt T(A+ W) = A. Seienalso A, B € V mit T(A+ W) = T(B + W),
dann gilt

0=T(A+ W) —T(B+ W)
=T((A+W;)— (B+Wy))
=T((A— B) + W)

Siehe nachstes Blatt!



Alsoist 0 = (A — B)skew = Askew — Bskew und somit folgt

A= Asym + Askew = Asym + Bskew = (Asym - Bsym) +B
—_——

[S7%1

Alsoist A + W, = B + W5 und somit ist 7" injektiv.

5. a)

b)

Seien v, v5 € V und A € K, dann gilt nach Definition der Vektorraumstruktur
auf V/W, dass

p(vr — Avg) = (v1 — Avg) + W = (v1 + (= A)vg) + W
=W+ W)+ ({(=Nve+ W) = (v1 + W)+ (=A)(va + W)
= (v + W) = XNuog + W) =p(v1) — Ap(vg).

Nach Aufgabe 1.b) ist p also linear.

Fiir die Surjektivitit sei x € V/W beliebig. Per definitionem ist dann x = v+ W
fiir ein v € V und somit ist x = p(v) fireinv € V.

Zur Bestimmung des Kerns verwenden wir, dass W das Nullelement in V /W ist.
Somit ist
Ker(p) ={veV|v+W=W}

Behauptung: Seiv € V, dann gilt v+ = W genau dann, wennv € W
ist. Insbesondere ist also Ker(p) = W.

“=" Falls W C v + W ist, dann existiert fiir jedes w € W ein w’ € W, sodass
w = v+ w gilt. Folglich ist v = w — w’ € W, da W nicht-leer ist. Wegen
v+ W =W —= W Cv+W,zeigtdiesv+W =W =— velV.

“<” Seiv € W.Fiirbeliebige w € W istv+w € W, da IV nach Voraussetzung
ein Unterraum ist. Somit folgt v + W C W. Andererseits ist —v und somit
auchw—v € W.Folglichistw = v+(w—wv) € v+W und somit W C v+W.
Beides zusammen impliziert v + W = W.

Sei T : V' — U eine beliebige lineare Abbildung, sodass W C Ker(T") gilt. Wir
definieren T : V/W — U durch T(v + W) = T(v). Wir miissen zeigen, dass
T wohldefiniert — d.h. T'(v) nicht von der Wahl eines Reprisentanten von v + W
abhingig — und linear ist. Seien v, v’ € V, sodass v + W = v' + W gilt. Dann ist
per definitionem v' = v + w fiir ein w € W. Da T linear und W C Ker(7) ist,
folgt

TW)=Tw+w)=T()+T(w) =T(v)

und somit ist 7 wohldefiniert. Fiir beliebige v € V' berechnet man

(T op)(v) =T(p(v)) =T(v+W)=T(v)

Bitte wenden!



und somit ist T'op = T'. Linearitt folgt sofort aus der Definition: Seien v,v' € V/
und A\ € K, dann gilt

T((v+W) = A +W))

T(p(v ) Ap(v')) = T(p(v — M)
T(v— ) =T(

T(p(v)) = AT(p(v"))

=T+ W)=\ +W).

Es bleibt, die Eindeutigkeit von T zu beweisen. Sei ® : V/W — U eine lineare
Abbildung, sodass ¢ o p = T'ist, dann gilt fiir alle v € V, dass

Sv+W)=(Pop)(v)=T(v) = (Top)(v) = T(U + W)
und somit ist & = 7.

Man sagt iiblicherweise, dass T die Eigenschaft hat, dass das folgende Diagramm

T

V/W

Das heisst, ob wir dem Pfeil T" folgen (die Abbildung 7" anwenden) oder zuerst
dem Pfeil p und dann dem Pfeil 7" folgen (zuerst die Abbildung p und dann die
Abbildung 7" anwenden), macht am Emde keinen Unterschied (d.h. 7" = T" o p).

Die universelle Eigenschaft wird hiufig in einem Diagramm der folgenden Form
zusammengefasst:

1% T U

/7
-
P P
_-"3T

V/W

wobei die Voraussetzung W = Ker(7') implizit bleibt. Wir zeigen zuerst, dass
das Paar (V/W, p) die universelle Eigenschaft besitzt. Sei also U ein K-Vektorraum
und sei 7' : V' — U eine lineare Abbildung mit W = Ker (7). Wir wissen aus
Aufgabe 5.b), dass eine eindeutige lineare Abbildung 7 : V/W — U existiert,
sodass T o p = T gilt. Wir miissen nur noch zeigen, dass T injektiv ist. Seien
v,v" € V mit der Eigenschaft

Tw+W)=TW +W).

Aus der Linearitit von T, von T, sowie der definierenden Eigenschaft von T
folgt:

(V4+W) =T +W)=T(w+W)+T (= +W)

T
=T(v+W)+ (= +W))=T((v—2") + W)
T

Siehe nachstes Blatt!



und somit folgt v — v’ € Ker(T') = W, also insbesondere v + W = v’ +W. Dies
zeigt die Injektivitit von 7.

Sei nun gegeben irgendein anderer Vektorraum V iiber K zusammen mit einer
linearen Abbildung ¢ : V — V, sodass das Paar (f/, q) die universelle Eigen-
schaft besitzt. Wir wissen aus Teilaufgabe 5.a), dass Ker(p) = W gilt. Also
existiert eine durch p und ¢ eindeutig bestimmte injektive, lineare Abbildung
D: vV — V/W, sodass p = p o q gilt.

Wir behaupten, dass daraus folgt, dass W = Ker(q) gilt. Sei v € Ker(q), dann
ist

p(v) = pla(v)) = p(0) = Ovyw

und folglich ist v € Ker(p) = W. Insbesondere ist also Ker(q) C W. Sei
andererseits v € ¥/, dann ist

Ovyw = p(v) = plq(v))

und weil P injektiv ist und weil nach Aufgabe 1.a) gilt p(0;) = Oy w, folgt
q(v) = 0. Insbesondere ist also W C Ker(g). Beides zusammen beweist W =
Ker(q).

Aufgrund der universellen Eigenschaft von (V/W, p) existiert genau eine injek-
tive lineare Abbildung g : V/W — V, sodass g o p = ¢ gilt. Da die Komposition
zweier injektiver Abbildungen injektiv ist, ist pog : V/W — V/W eine injektive
lineare Abbildung, mit der Eigenschaft
p=Dpogq=po(gop) = (Poq)op

und wegen Aufgabe 5.a) und UE, ist p o ¢ durch p eindeutig bestimmt. Anderer-
seits gilt p = Iy, o p und wegen der Eindeutigkeit folgt also po g = Iy w.
Dies ldsst sich auch aus der universellen Eigenschaft und dem folgenden Dia-

gramm ablesen:

Tl

poq

wobei separat zu argumentieren ist, dass das Diagramm kommutiert (was genau
die charakterisierende Eigenschaft der Abbildungen ¢ und p ist), und warum dies
die Schlussfolgerung impliziert.

Analog folgt aus
g=qop=gqo(pogq)=(gop)ogy,

Bitte wenden!



dass gilt g o p = I;. Somit besitzt g : V/W — V sowohl eine Rechts- als auch
eine Linksinverse und ist somit bijektiv. Aufgrund der universellen Eigenschaft
ist ¢ durch p und q eindeutig bestimmt.

Das zugehorige Diagramm ist

6. Wir bezeichnen mit 0 : X — V die Abbildung O(x) = Oy fir alle x € X.

a)

b)

¢)

“=": Wenn W, , ein Unterraum ist, dann ist 0 € W, ,. Aus Oy = 0(z) = v
folgt v = 0.
“=": 0(x) =0y, also 0 € W, .. Seien f,g € W,, und A € K, dann ist

(f =A-g)(@) = f(z) = A-g(x) =0y —A- Oy = Oy
und folglich f — X - g € Wy, . Also ist W, o,, ein Unterraum.

SeiU ={h e W | JveVVy € X : h(y) = v} die Menge der konstanten
Funktionen. U ist ein Unterraum, da O eine konstante Funktion ist und da die
Summe und das skalare Vielfache konstaner Funktionen konstant ist. Sei f € W
beliebig, und sei f, € W definiert durch

fo(y) = f(y) — f(z) (ye€X)

Dann ist f,(z) = f(z) — f(z) = Oy und also f, € W,o,. Sei hyy € W
definiert durch
hiw(y) = f(x) (y€X)

Dann ist hy(,) € U und es gilt

Vye X : foy) +hwm(y) = (fly) — f(@) + f(z) = fy)

Folglichist f = f, 4+ hy). Da f € W beliebig war, haben wir also gezeigt, dass
W =W,o, +U.Seih € W, o, NU, dann ist h(x) = 0y wegen h € W, o, und
h(y) = h(z) fir alley € X, wegen h € U. Alsoist h(y) = Oy furalley € X
und folglich W, o, NU = 0.

Wir definieren eine Abbildung ev, : W — V durch ev,(f) = f(z). Die Abbil-
dung ist linear, denn per definitionem gilt fiir f,g € W und A € K

eve(f = A-g9) = (f = A-9)(x) = f(z) = Ag(@) = eva(f) — Aeva(g).

Siehe nachstes Blatt!



Per definitionem ist Ker(ev,) = W, , und somit existiert eine eindeutig be-
stimmte injektive, lineare Abbildung &v, : W/W, . — V, sodass gilt

Va(f + Waoy) = eval(f) = () (f € W).

Wir zeigen, dass ev, surjektiv ist. Sei v € V beliebig, und sei h, € W die
konstante Funktion definiert durch h,(y) = v fiir alle y € X. Dann ist

v = hy(x) =evy(h,) =evi(h, + W).

Da v beliebig war, folgt die Surjektivitit von ev,. Dies beweist die Behauptung.



