D-MATH Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung 7:

Lineare Abbildungen: Kern, Bild, Rang und
Darstellung durch Matrizen

1. a) Seienv,v, € V, A € K, dann sind
idy (v1 + ve) =v1 + ve = idy (v1) + idy (vg)
idy (Avy) =Av; = Aidy (vy)
Also ist idy linear.
b) Seien vy,v9 € V, A € K, dann sind
0(vy 4+ v2) =0y = Ow + O = O(vy) + O(v2)
0(Avy) =0y = A0y = AO(vy)

Also ist O linear.

¢) Gegeben a, b, c,d € R und eine Abbildung f : R? — R?
f(z,y) = (ax + by, cx + dy) fiir (z,y) € R?

zeigen wir die Linearitit von f. Man bemerke, dass es sich bei r, um den Spe-
zialfall a« = d = cos¢ und —b = ¢ = sin ¢ handelt und dass aus der Linearitét
von f die Linearitdt von r,, folgt. Seien v; = (z1,y1),v2 = (x2,y2) € R* sowie
A € R. Dann ist
flor 4 v2) =f(z1 + 22, 41 + y2)

=(a(z1 + 2) + b(y1 + v2), c(@1 + x2) + d(y1 + y2))

=((az1 + byr) + (azz + bya), (cx1 + dyr) + (cx2 + dys))

=(axy + byy, cr1 + dyy) + (axs + byz, cxa + dyz) = f(v1) + f(w)

fQwr) =f(Azy, Ayr) = (a()\$1) + b(Ay1), c(Awy) + d()‘yl))

:(/\(axl + by1), AM(cxq + dyl))

=Aary +byy, cxy + dyr) = M (w1,91) = Af(01)
Die Abbildung rotiert einen Vektor in R? um den Winkel ¢ um den Ursprung.

Bitte wenden!



Abbildung 1 — Die Spiegelung des Vektors v an der Geraden g durch den Ursprung.

d) Sei g eine Gerade in R?, sei ¢ der Winkel zwischen der Geraden und dem po-
sitiven Teil der z-Achse. Dann ist die Reflexion s, an der Geraden g gleich der
Komposition von Rotation um Winkel ¢ im Uhrzeigersinn, Reflexion s an der x-
Achse und Rotation um Winkel ¢ im Gegenuhrzeigersinn, d.h. s, = r,os0r_,
wobei s : R? — R? gegeben ist durch s(z,y) = (x, —y) (siche Bild ??). Wir wis-
sen, dass die Komposition linearer Abbildungen linear ist, und wegen Teilaufga-
be (c) reicht es zu zeigen, dass s linear ist. Seien v; = (21, y1), v = (79, 92) € R?
und A € R, dann sind

s(v1 4 v2) =s(x1 + T2, y1 +12) = (21 + 22, — (Y1 + ¥2))
=1+ 22, (—y1) + (=42)) = (21, —y1) + (22, —y2) = s(v1) + 5(v2)
s(Avr) =s(Az1, Adyr) = (Azy, —(Ayr)) = (Az1, M(=1)) = M1, —y1) = As(vy)

und folglich ist s linear, und somit auch s, = r, o so7_,.
e) Seien vy = (21,91, 21), V2 = (T2,%2,22) € R>und A € R. Dann gelten

P(v1 +wy) =P(x1 + 22, y1 + 12, 21 + 22)
=(z1 + w2, 91 + ¥2,0)
=(21,1,0) + (22, 12,0) = P(v1) + P(v2)
P(Avy) =P(Az1, Ayr, Az1)
=(A\z1, Ayp,0)
=(Az1, Ay1, A0)
=\ (1,91,0) = AP(v1)

Also ist P linear.

Siehe nachstes Blatt!



y = arctan(z)

y=a(z—1)(r-2)

Abbildung 2 — Die Graphen der Funktionen x +— arctan(z) und x — z(z — 1)(z — 2).

2. a) =: Angenommen 7 istinjektiv, dann ist Ker(7") = {0y } und folglich nullity(7T") =
dim Ker(7") = 0, also folgt aus der Dimensionsfolrmel und der Annahme

dim W = dim V' = nullity(7") + Rang(7") = Rang(T)

und also dim Im(7") = Rang(7") = dim W. Folglich ist Im(7") ein Unter-
raum von ¥ von voller Dimension und also Im(7") = W.

=: Angenommen 7 ist surjektiv, dann ist Im(7") = W und folglich Rang(7") =
dim Im(7") = dim W, also folgt aus der Dimensionsformel

dim V' = nullity(7T") + Rang(7T") = nullity(7") + dim W

und wegen dim V' = dim W folgt 0 = nullity(7"), d.h. T ist injektiv.

Wir geben nun die gewiinschten Gegenbeispiele. Seien f, g : R — R gegeben
durch f(x) = arctan(z) und g(z) = x(x — 1)(z — 2). Dann ist f zwar injektiv,
aber nicht surjektiv, wihrend g zwar surjektiv, aber nicht injektiv ist. Die Graphen
dieser beiden Funktionen sind in Abbildung ?? dargestellt.

Beachten Sie, dass die Graphik eigentlich kein Gegenbeispiel ist, da wir nicht
sehen, dass arctan tatsdchlich injektiv und tatsdchlich nicht surjektiv ist (weil
das Papier zu schmal ist), und ebenso nicht sehen, dass g tatsdchlich surjektiv ist
(aus demselben Grund). In einer Priifung wdre dieses Argument unzuldissig. Sie
werden aber im Verlaufe des Semesters in der Analysis Argumente kennenlernen,
mit welchen Sie die zu diesen beiden Funktionen gemachten Aussagen beweisen
konnten.

Bitte wenden!



b) =-: Angenommen S ist linear unabhingig. Seien vy, ..., vy € Sund Ay, ..., A\ €

K so dass

OW == )\1T(’U1) + -+ )\kT(Uk)
und T'(vy),...,T(vy) paarweise verschieden (wegen der Injektivitdt von T’
dazu dquivalent: vy, ..., v, € S paarweise verschieden). Dann folgt aus der

Linearitit von 7', dass
OW = )\1T<1}1) +--F )\kT(Uk) = T()\ﬂ]l + -+ )\kvk)

Da T injektiv ist, folgt Oy = Ajv; + -+ + A\pvr und wegen der linearen
Unabhingigkeit von S also 0 = )\; fir alle 1 < ¢ < k. Das zeigt, dass
T(S)={weW |3JveS:w=T(v)} linear unabhingig ist.

<: Angenommen 7'(S) ist linear unabhéngig. Seien vy, ..., v, € S paarweise
verschieden und Ay, ..., Ay € K mit

OV:>\1@1—|—~'-+)\kvk

Da T linear und injektiv ist, sind T'(vy),...,T(vg) € T(S) paarweise ver-
schieden und

OW = T()\lvl + -+ /\kvk) = )\1T(U1> + -+ )\kT<Uk)

Aus der linearen Unabhéngigkeit von 7'(S) folgt \; = 0 firalle 1 <1 < k
und folglich ist S linear unabhéngig.

3. a) Wir miissen zeigen, dass Ker(P) N Im(P) = {0y} und Ker(P) + Im(P) = V.

e Seiv € Ker(P)NIm(P). Dannistv = P(v') firein v’ € V.Dawv € Ker(P)
und wegen Idempotenz von P folgt

0y = P(v) = P(P(v)) = P2(v/) = P(v/) = v
und folglich ist Ker(P) N Im(P) = {0y }.
e Daraus folgt
dim(Ker(P) + Im(P)) = dim Ker(P) + dim Im(P) — dim(Ker(P) N Im(P))

—{0v)

=nullity(P) + Rang(P) = dim V'
wegen der Dimensionsformel. Also ist Ker(P) 4 Im(P) C V ein Unterraum

voller Dimension, also Ker(P) + Im(P) = V und da, wie bereits gezeigt,
Ker(P) NIm(P) = {0y} folgt Ker(P) @ Im(P) = V wie gewiinscht.

Siehe nachstes Blatt!



b) Angenommen V' = W; & W, und v € V beliebig, dann existieren eindeutig
definierte w; € Wi und wy € W, so dass v = w; + wq. Sei namlich wy + wy =
w) + wh mit w) € Wy und w)y € Wa, dann ist wy — w] = w) — wy € Wy N Wa
und wegen {0y } = W, N W, folgt wy = w) und wy = wh,.
Wir definieren P : V' — V durch P(v) := ws, wobei v = w; +ws, eine eindeutige
Zerlegung von V mit w; € Wi und wy € Wy ist. Wegen vorangehender Argu-

mentation ist P(v) wohldefiniert. Im Folgenden iiberpriifen wir die gewiinschten
Eigenschaften von P. Hierfiir verwenden wir die folgende

Tatsache: Sei v € V beliebig. Sei w € Wy. Dann ist v — w € W, genau dann,
wenn P(v) = w.

Beweis:

“=": Sei v € V beliebig und w € W, wie oben, d.h. v — w € Wj. Dann ist
v = (v — w) + w eine Zerlegung von v mit (v — w) € Wi und w € Wa.
Wegen Eindeutigkeit der Zerlegung ist per definitionem w = P(v).

“=": Seiv € V beliebig, w € Wy mit P(v) = w. Per definitionem ist P(v)
die eindeutige W5-Komponente von v, d.h. es existiert ein w; € W7 so dass
v =w; + P(v) = w; + w und folglich v — w = w; € Wj.

Linearitit von P: Seien vy, v, € V, A\ € K. Wir miissen beweisen, dass P (v +
Avg) = P(v1) +AP(vq). Da P(vq) + AP(vy) € W, reicht es wegen eingangs
bewiesener Tatsache zu zeigen, dass

(’Ul + )\Ug) — (P(Ul) + )\P(Ug)) S W1
Da W ein Unterraum ist, gilt

(v1 4+ Mz) — (P(v1) + AP(vs)) = (v1 — P(v1)) + AM(v2 — Plwa) ) € W,
eWy eW,

Wegen der eingangs bewiesenen Tatsache folgt
P(v1 + Avg) = P(v1) + AP(v3)

Da vy, v, € V und A\ € K beliebig waren, folgt also, dass P linear ist.

Idempotenz von P: Wir zeigen, dass P idempotent ist, d.h. fiir beliebige v €
V gilt P(P(v)) = P(v). Per definitionem ist P(v) € W,. Andererseits ist
sicherlich P(v) — P(v) = Oy € W und also folgt wegen der eingangs
bewiesenen Tatsache P(P(v)) = P(v).

Im(P) = Wy Per definitionem ist Im(P) C W,. Wir miissen also nur zeigen,
dass Wy C Im(P). Sei w € W, beliebig, dann ist w — w = 0y € W, und
wegen w € W, und der eingangs bewiesenen Tatsache folgt w = P(w). Dies
zeigt, dass fiir jedes w € W5 ein v € V' (z. Bsp. wihlen wir v := w) existiert,
mit P(v) = w und folglich ist Wy C Im(P), also Im(P) = W.

Bitte wenden!



b)

Ker(P) = Wy: Seiv ¢ Wy, dann ist P(v) # Oy, dav = v — 0y & W;. Also
gilt W1¢ C (Ker(P)) und also Ker(P) C W;.
Wir zeigen W, C Ker(P). Sei w € W;. Die Behauptung ist, dass P(w) =
Oy. Tatsdchlich ist w — Oy € Wi und Oy € W, somit folgt P(w) = Oy
aus der eingangs bewiesenen Tatsache. Also ist W, C Ker(P) und folglich
Wy = Ker(P).

Alternativ argumentiert man wie folgt. Seien v = wy +ws, v = w1 + 1w, beliebige
Vektoren in V' mit eindeutigen Zerlegungen so dass wy,w; € Wi und we, wsy €
Ws. Sei A € K, dann ist

U+ AU = (U)l + ’LUQ) + )\(’Lbl + ’LTJQ) = (w1 + >\U~}1> + (U)Q + )\ﬁ]g)
N ~~ v NG s’
eWq eEWs

eine Zerlegung in Komponenten in 17, und W5. Wegen Eindeutigkeit der Zerle-
gung, ist also

Dies zeigt, dass P linear ist.

Ker(P) ist genau die Menge der Vektoren, deren W>-Komponente Oy ist, d.h.
Ker(P) = Wy + {0y} = Wi.

Das Bild von P ist per definitionem in W5 enthalten. Wir miissen also zeigen,
dass jedes beliebige w € W, im Bild von P enthalten ist. Sei also w € W,. Dann
ist aber P(w) = w wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung w = Oy + w.

DaT(0y) = Oy € W', gilt Oy, € T—1(WW'). Seien vy, v, € T-H(W’) und \ € K,
dann ist
T(Ul + )\Ug) = T(Ul) + )\T(Ug) ew’

und folglich vy + vy € T—1(WW’). Dies zeigt, dass T—!(1W’) ein Unterraum ist.

Im Folgenden bezeichne T'|p-1(y) die Restriktion von T' auf den Unterraum
T~1(W"). Die Restriktion ist sicherlich linear, da sie die Restriktion einer linea-
ren Abbildung ist. Wir wissen, dass

dim 77" (W') = nullity(T|r-1wn) + Rang(T|7-1wr)

Da Oy € W/, gilt Ker(T') C T (W’) und fiir v € T~ (W) mit T'(v) = Oy gilt
v € Ker(T). Also ist Ker(T'|p-1(w+) = Ker(7T') und insbesondere

nullity (7| p-1 ) = nullity (7))

Es bleibt also zu zeigen, dass Im (7|71 (w)) = Im(T)NW’. Sei w € Im(T)NW’,
dann existiert ein v € V mit T'(v) = w, da w € Im(T). Weil w € W', folgt

Siehe nichstes Blatt!



T(v) € W und folglich v € T7*(W) und also ist w = T'(v) € Im(T'|7-1yy))
und also Im(7") N W' C Im(T|p-1(w+y). Sei nun w € Im(T|p-1(w+)), dann exi-
stiert v € T-Y(W') mitw = T(v). Dav € T~ (W’), folgt w € W' und wegen
w = T'(v) auch w € Im(T"). Also ist Im(7T'|p-1 () C Im(T) N W',

Es folgt also
dim T (W') =nullity(T'|7-1(wn)) + Rang (T |p-1wr))
= dim Ker(T'|p-1 ) + dim Im (7| p-1(w))
=dim Ker(T") 4+ dim(Im(7") N W)

und da nullity(7") := dim Ker(T") folgt die Behauptung.

5. Seip : V — V/W die kanonische Projektion v — v+ W . Wir wissen, dass p surjektiv
ist, da jedes Element in V//W per definitionem von der Form v + W ist. Wir haben
zudem gezeigt, dass Ker(p) = W gilt. Also gilt nach der Dimensionsformel aus der
Vorlesung

6.

dim (V') = nullity(p) + Rang(p) = dim(W) + dim(V/W).

Umformung liefert die gewiinschte Formel.

a)

b)

Seir =2 € Q\ {0}, dann definieren wir

L(z,y) =py —qz  ((z,y) € R).

Man bemerke, dass die Abbildung von der Wahl des Repridsentanten von r = §
abhéngt.

Seien (z,y) € K\ (l.), dann gilt 0 = py — gz. Da pq # 0 ist, gelten

=0 = py=0 = y =0,
y=0 = —qz=0 = z=0.

Also ist entweder x = y = 0 oder es gilt xy # 0. Insbesondere folgt aus der

definierenden Gleichung, dass § = 5

Angenommen (z,y) € R?\ {(0,0)} mity # 0 und 2 =L dannist g = py
bzw. 0 = py — xq und somit (z,y) € Ker(l,) wie gewiinscht.

Sei a € Z ein gemeinsamer Teiler von p und ¢, d.h. es existeren p’, ¢’ € Z \ {0},
sodass ap’ = p und aq’ = ¢, dann gilt nach vorangehender Diskussion

/

p_ay _ap _p
qg af aq ¢

Bitte wenden!



Unter Verwendung von Aufgabe 1.c) von Serie 3 wissen wir somit, dass fiir jedes
£ € Q\ {0} ein Représentant (p',¢') € (Z\ {0})? existiert, sodass E = 5—:
gilt und p’, ¢’ teilerfremd sind. Wir nehmen im Folgenden also 0.B.d.A. an, dass
p, q teilerfremd sind. Man beachte, dass —p, —q ebenfalls teilerfremd sind mit
:—z = §. Wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, dass ¢ € N gilt. Aus dem Lemma
von Bézout folgt nun, dass 1 € Im(l,/,), und somit ist dim(Im(Z,/,)) > 1. Aus
Im(l,/,) € R und Rang(l,;,) < dim(R) = 1 folgt also Rang(l,,,) = 1. Da

dim(R?) = 2 ist, gilt also
dim(Ker(l,/,)) = nullity(l,/,) = dim(R*) — Rang(l,/,) = 1.

Man beachte, dass (p, ¢) € Ker(l,/,) gilt.

Sei nun (s,¢) € Z x N mit teilerfremden Eintrégen, sodass 2 = £ ist. Dann ist
(s,t) € Ker(l,/q) \ {0}, und folglich existiert ein A € R\ {0}, sodass (s,t) =
A(p, q) gilt. Nach Voraussetzung ist ¢ # 0 und somit A\ = é € Q. Insbesondere
existieren also (a, 3) € (Z\ {0}) x N, sodass (s, t) = §(p,q). Wir nehmen im
Folgenden 0.B.d.A. an, dass « und f3 teilerfremd sind. Nach Multiplikation mit
£ auf beiden Seiten, folgt

(Bs. Bt) = B(s,t) = B(5(p, @) = (B5)(p, @) = a(p. @) = (ap, aq).

Unter Verwendung der Teilerfremdheit von v und /3 folgt zusammen mit Aufgabe
1.b) von Serie 3 5 | p sowie 5 | ¢. Insbesondere ist € {£1} und somit nach
Voraussetzung 5 = 1. Andererseits gilt dann « | s sowie « | ¢. Also ist auch
a € {£1}. Dag,t € Nsind, folgt « = 1. Insbesondere ist also (s,t) = (p, q).



