D-MATH Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung §&:

Komposition, Matrixmultiplikation,
Invertierbarkeit, Isomorphismen

1. a) Seien uy,us € U und A € K beliebig. Aus der Linearitéit von .S und 7" folgt

(SoT)(ur + Aug) = S(T'(uy + Aug))

S(T(ur) + AT (us))
S(T(ur)) + AS(T(u))

= (SoT)(u1) + A(S o T)(uz)

und es folgt die Linearitit von S o 7.
b) Sei v € U beliebig, dann gelten nach Definition

(S0 (AT))(v) = S((AT)(v)) = S(AT(v)) = AS(T'(v)) = A(S o T)(v)

= (A(So 1))
=

((AS) o T)(v) = (AS)(T(v)) = AS(T'(v)) = A(S o T)(v) = (A(S o T))(v).

Dawv € V beliebig war, stimmen also So(\T'), (AS)oT und A\(SoT) punktweise
iberein und damit folgt die Behauptung.

¢) Wir wissen aus der Vorlesung, dass Hom(V, W) ein Vektorraum ist beziiglich
punktweiser Addition und punktweiser skalarer Multiplikation, mit Nullelement
0 : V — W gegeben durch 0(v) = Oy fiir alle v € V. Insbesondere ist also
End(V') versehen mit der punktweisen Addition eine abelsche Gruppe mit neu-
tralem Element O.

Aus Teilaufgabe 1.a) wissen wir, dass die Komposition eine wohldefinierte Ab-
bildung o : End(V') x End(V') — End(V') ist, und wir wissen aus der Diskussion
der Mengenlehre (siehe Beispiel 1.36 im Analysisskript), dass diese Verkniipfung
assoziativ ist.
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d)

Wir zeigen zuerst, dass End(1/) ein Einselement beziiglich o enthilt. Nach Auf-
gabe 1.a aus Serie 7 ist idy ein Element in End(V/), sodass fiir alle 7" € End(V')
giltidy o T'=T'. Sei ndmlich v € V, dann ist

(idy o T)(v) = idy (T (v)) = T(v)

und da v € V beliebig war, stimmen idy o 7" und 7" punktweise iiberein und
somit gilt idy o 7' = 7. Da T € End(V) beliebig war, ist also idy ein Einsele-
ment beziiglich Komposition. Man beachte, dass im Spezialfalle V' = {0y} die
Abbildungen 0 und idy punktweise iibereinstimmen, also ist Korperaxiom (K9)
nicht erfiillt. Dieses wird allerdings fiir Ringe nicht verlangt.

Es verbleibt nur noch, die Distributivitit der Komposition iiber der Addition zu
tiberpriifen, also Korperaxiom (K8). Seien S, 77,75 € End(V) und sei v € V,
dann berechnet man

(So(Th+T3))(v) = S(T1 + T2)(v)) = S(T1(v) 4 T2(v))
= S(T1(v)) + S(Tz(v))
=(SoT)(v) + (SoTy)(v)
= ((SoT) + (SoT3))(v),

(71 +13) 0 S)(v) = (11 + T2)(S(v))
=T1(S()) + To(S(v))
= (T1 0 5)(v) + (Tz 0 S)(v)
=((Ty0S)+ (Ty09))(v).

Da v € V beliebig war, folgen

So(Ty+1T3) = (SoTy) + (SoTy),
<T1+T2)OS:(T105)+(TQOS).

Dies beweist, dass Axiom (KS8) gilt.

Seien r, s € R* beliebig, dann existieren nach Voraussetzung 7, s € R, sodass
gilt7-r =1gpund 5-s = 1, wobei 1p € R das Einselement beziiglich Multipli-
kation ist, d.h. fiiraller € R gilt 1z -7 = r. Unter Verwendung der Assoziativitit
der Multiplikation, folgt

($-7)-(r-s)=5-(r-(r-s))=5-((r-r)-s)=5-(1g-s)=8§-s=1p

und somitistr - s € R*. Dar,s € R* beliebig waren, liefert die Restriktion der
Multiplikation auf R* eine wohldefinierte Verkniipfung - : R* x R* — R*.

Aus der Definition eines Ringes wissen wir, dass die Verkniipfung - : Rx R — R,
(r,s) — r - s assoziativ ist, und somit gilt dies auch fiir die Restriktion auf
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R* x R*. Nach Voraussetzung erfiillt das Einselement 1z € R fiir alle r € R die
Gleichung 15 -r = r. Insbesondere gilt also 1z -1z = 1 und somitist 1 € R*.
Also enthilt R* ein neutrales Element beziiglich Multiplikation.

Per definitionem existiert fiir alle » € R* in R eine Inverse beziiglich Multipli-
kation. Das heisst, es bleibt nur zu zeigen, die Inverse ebenfalls eine Einheit ist.
Dies folgt aber sofort aus der Symmetrie der Definition, denn die Inverse s hat
die Inverse r und somit ist per definitionem s € R*.

Wir zeigen, dass gilt GL(V') = End(V)*.

C:

U

Sei T' € GL(V), dann ist 7" bijektiv und somit existieren S;, S, € V'V, sodass
gilt Sy 0T =T o Sy = idy, d.h. T hat eine Links- und eine Rechtsinverse.
Man berechnet unter Verwendung von Beispiel 1.36 aus dem Analysisskript

Sl:Sloid\/:slo(TOSQ):<SloT)OSQIidVOSQZS2,

Das heisst, 7" besitzt eine beidseitige Inverse S. Wir zeigen, dass S € End(V)
gilt. Seien vy, vy € V, A € K, und wihle wy, ws € V mit T'(w;) = v;. Dann
folgt

S(vy + Avg) = S(T(wy) + AT (wg)) = S(T(wy + \ws))
= wy + Awy = S(T'(wy)) + AS(T(wy))
= S(v1) + AS(vg).

Dies zeigt, dass gilt

GL(V) C{T € End(V) | 35 € End(V) : SoT = ToS = idy} = End(V)*.

: Sei " € End(V)*. Dann existiert per definitionem S € End(V'), sodass

gilt SoT =T oS = idy. Es folgt aus Ubung 1.44 im Analysisskript, dass
T € GL(V) gilt.

Die Aussage folgt nun aus Teilaufgaben 1.c) und 1.d).
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3.
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und Assoziativitit der Matrixmultiplikation impliziert A(BD) = ( %).

a) Sei A € M, (K) invertierbar und seien B, C' € M, (K) zwei Inverse von A,

b)

dann ist
C=1,C=(BAC=B(AC)=BI,=B

und somit ist die Inverse eindeutig.

Wir zeigen zuerst, dass L4 invertierbar ist. Da AB = I, gilt Ker(Lag) =
Ker(I,) = {0}.

Daraus folgt bereits, dass L 4 invertierbar ist. Um das zu sehen, zeigen wir zuerst,
dass Ker(Lg) = {0}. Sei v € Ker(Lp), dann ist

LAB<U) = (LA o} LB)<U> = LA(LB(U)) = LA(O) =0

also v € Ker(Ly o Lg) = Ker(Lap) = {0} und folglich Ker(Lg) = {0}. Da
Lp : K" — K", ist L bijektiv. Also ist L g invertierbar und somit

(Lp) ™' =Ly, o(Lg) ' =(LaoLp)o(Lg) ' =Lso(Lgo(Lp)™) =1Ly

Da Lp invertierbar ist, ist auch L4 = (L)™' invertierbar und wie in der Vorle-
sung gezeigt ist also A invertierbar.
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4.

Es folgt
BA=1,(BA) = (A'A)(BA) = A Y AB)A= A" [,LA=A"A =1,
und somit BA = AB = I,, und B ist eine Inverse von A, sprich B = A~!,

c¢) e Berechne

(AB)")ij = (AB)ji = > AjBri = Y (A" (B )i = (BTA");
k=1 k=1
e Sei A invertierbar und sei B € M,,y,(K) mit AB = BA = I,,. Dann ist
wegen dem soeben gezeigten

ATBT = (BA)" = I = I, und B"A" = (AB)" = I} = I,

Also ist A invertierbar und (A7)™! = BT = (A~ 1T,
e Seien A, B invertierbar, dann ist wegen der Assoziativitit der Matrixmulti-
plikation

(B'AWAB =B Y (A"'AB=B"'1,B=B'B=1,

und
AB(BT'A™Y) = A(BB YA ' = A[LA™' = AAT = I,

Also ist AB invertierbar und (AB)~! = B~1A1,

a) Reflexivitiit: Sei V' ein Vektorraum, dann istidy : V' — V bijektiv — also inver-
tierbar — und linear, folglichist V" = V.

Symmetrie: Seien V, W Vektorrdume iiber K und V' = W, dann existiert T €
Hom(V, W) invertierbar. Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, istdann 71 €
Hom (W, V). T~ ist invertierbar, folglich gilt W = V.

Transitivitit: Seien U, V, W Vektorrdume iiber Kund U = V, V = W. Dann
existieren 73 € Hom(U, V'), T, € Hom(V, W) invertierbar oder (dazu dqui-
valent) bijektiv. Dann ist 75 o T} : U — W ebenfalls bijektiv und, wie in der
Vorlesung besprochen, linear. Also ist 75 077 € Hom(U, W) invertierbar und
folglich U = W.

b) 1 “=—": Sei T injektiv und sei {vy,...,v,} eine Basis von V. Fiir alle i sei
w; = T'(v;). Da T injektiv ist, ist {wy, ..., w,} C W linear unabhingig.
Seien w41, ..., w, € W so dass {wy,...,w,} eine Basis von W ist.
Wie in der Vorlesung bewiesen, existiert genau ein S € Hom(W, V'), so
dass
S(w,) = {vi falls1<i<n
0 sonst

Fir 1 < i < ngilt (ST)(v;) = S(T'(v;)) = S(w;) = v; und somit ist
ST =idy.
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“<=": Angenommen S € Hom(W, V) mit ST = idy. Sei v € Ker(7T'), dann
istv =idy (v) = (ST)(v) = S(T'(v)) = S(0) = 0, folglich ist T" injektiv.
2 “ =" Sei T surjektiv und sei {wy, ..., w,,} eine Basis von . Da T sur-
jektiv ist, finden wir vy, ..., v, € V sodass w; = T'(v;).Sei S : W — V
die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit S(w;) = v; — man sagt

auch S ist die lineare Erweiterung von S(w;) := v; —, dann ist

(TS)(wi) = T(S(wi)) = T(vi) = w;
und somit ist 7°S = idyy.
“=": Sei S € Hom(W, V) beliebig. Sei w € Im(T'S), dann existiert w € W
mit w = (T'S)(w) = T(S(w)) und somit w € Im(7"). Wir haben also

gezeigt, dass Im(7'S) C Im(T).
Sei nun also S € Hom(W, V') mit 'S = idy, dann ist

W =Im(idw) = Im(7'S) C Im(7T)

und folglich ist 7" surjektiv.

a) Wiein der Vorlesung gezeigt, gilt fiir beliebige A € M,,,,(K)und B € M, ,(K)
die Gleichung

LA O LB = LAB
Folglich sind L% = L 4> und L3 = L 43. Wir berechnen
2 2 —10 2 2 —10 6 —12 6
A2=|1 2 -7 1 2 -7]=14 -8 4
0 2 —4 0 2 —4 2 —4 2
2 2 —10 6 —12 6 0 0O
AA=[1 2 -7 4 -8 4] =10 00
0 2 -4 2 —4 2 0 00

Also ist L% # 0 (bspw. ist L2 (e1) = (6,4,2)7), und L3 = 0.

b) Seien w := €1, v := La(w) und u := L4(v). Wir miissen zeigen, dass {u, v, w}
linear unabhingig ist. Seien A, 1, v € R und

1 2 6 A+ 2p + 6v
O= +pw+rvu=A|{0|+ull]+v 4] = W+ 4v
0 0 2 2v

dann folgt A = p = v = 0 und folglich ist {u, v, w} linear unabhiingig. Es ist
(wie bereits oben berechnet)

2 2 —10\ /6 0
Lawy=12 =7 |[4]=1]0
02 -4/ \2 0
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a)

wie gewlinscht.

Es gilt
La(u) =0 = 0u+ 0v + Ow
La(v) =u = 1u+ 0v + 0w
La(w) =v=0u+ 1v + 0w
und folglich
010
[Laluwwy =10 0 1
000
Wir wissen aus der vorangehenden Teilaufgabe, dass ({u}) C Ker(L,4) und

({u,v}) CIm(L4) = Im(A). Wir wissen aus der Dimensionsformel, dass
3 = dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) > dim({({u})) + dim({({u,v})) = 3,
und somit ist Ker(A) = ({u}) und Im(A) = ({u, v}).

Die bilineare Fortsetzung heisst, dass fiir jedes v € V' die Abbildung
O V=2 Viw—v-w
ein Endomorphismus, und dass die Abbildung ¢ : V' — End(V), v — ¢, ein
Homomorphismus ist. Wir bemerken, dass
(w0 pp)(w) =u-(v-w) und @, m)(w) = (u-v)- w
Das heisst, wir fordern ¢, © ¢, = @, (). Wir nennen dies im Folgenden die
Assoziativitit von .
Im Folgenden sei B = {1,1, j, k}.
Fiir jedes v € V' ist ein ¢, wie oben durch (¢, (1), v, (1), . (i), pu(k)) vollstin-
dig bestimmt und ¢ ist durch (¢1, ¢1, @j, pk). 1 = idy ist sicherlich wohldefi-
niert. Gegeben 1, i, j, ¢; € End(V') wie in der Aufgabenstellung, d.h.
p1 =idy

ei(1) =i, (i) =al, ¢ij) =k (@)
so dass ¢, 0 Y, = Py, () fiir alle v, w € B, dann folgt aus der Assoziativitit und
der Linearitédt von (p, dass
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SOWiE P = Py (j) = ¥i © ;. Also sind 1, 5, 5, i durch Annahme der Asso-
ziativitit und Linearitdt von ¢ sowie Relationen in (Q) vollstindig bestimt und
somit auch die lineare Abbildung .

Seien nun 4, @j, @;, Pk die eindeutigen Endomorphismen von 1 von oben, d.h.
©1, @i und ¢; erfiillen die Relationen in (9©), ¢i(k) = aj, ¢3(k) = —bi und
Yk = @ o ;. Wir definieren ¢ € Hom(V,End(V)) als die eindeutige lineare
Abbildung mit
Yo € B: p(v) =@,
Wir miissen zeigen, dass ¢ assoziativ ist. Zuerst iiberpriift man explizit, dass fiir
alle u,v € B gilt
Pu © Pov = Py (v)

Tatsédchlich ist

Pr1opy =@y =puop1 (u€B)

und da p1(u) = @,(1) = wu fir alle u € B, folgt die Assoziativitit von ¢
fiir Paare in B, wo mindestens ein Element gleich 1 ist. In den anderen Fillen

iberpriift man explizit. So ist beispielsweise ¢, ) = —bp; und folglich
50 (1) —wj(k) = —bi
5 © k(i) =@ 0 pi 0 pi(i) = —pj 0 pi(k) = —awp;(j) = —abl
5 © Pi(i) =y 0 @i 0 gi(j) = bipj o %(1) = bys(i) = —bk
i © (k) =pj0 @i 0 (k) = —b% o ¢i(i) = —abp;(1) = —abj
@m (1) = — bpi(1) = —bi
P (1) = — bipi(i) = —abl
Pe;00(3) = = bei(j) =
Pyt (K) = = bps(k) = —abJ

Dies beweist, dass 5 © ok = @y (k) Die anderen Fille iiberpriift man analog.

Seien nun uy, uz, v1,v2 € V' gegeben, so dass ,, 0 vy, = @y, () firi, j =1,2.
Dann ist fiir Ay, Ao, p1q, o € K

Priur+rouz © Puivi+uous =(A1@u; + A2@u,) © (10, + H200,)

2 2
=D Ait(Pu 0 P0) = D Nt wy)

4,j=1 1,j=1

2
= § )\Z.QOSOU,Z- (1v14p2v2)
i=1

:SOAI(Pul (p1v1+p2v2) + 90)\29%2 (p1v1+p2v2)

ZPr1u1 +agun (H1V1+1202)
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b)

Also gilt die Assoziativitét von ¢ fiir Linearkombinationen zweier Elemente in 5.
Das Argument nochmals angewendet auf solche Linearkombination, liefert die
Assoziativitit fiir Linearkombinationen von vier Elementen in 5 und da letzteres
eine Basis ist, folgt Assoziativitédt von ¢ fiir alle Paare in V' x V, d.h.

Pu © Py = Py (v) (u,v < V)
Seien A € Kund v, w € V mit

(% :.lel]_ + .I'Qi + .I'gj + $4k
w =y11 + yoi + ys3j + yuk

Dann ist

v+ A =(z1 4+ Ay1)1 — (22 + Ayo)i — (23 + Ay2)j — (x4 + Aya)k
=(211 — w2l — 3] — x4k) + M1l — yoi — y3j — yuk) =T+ \w

Sei T : V — V die Abbildung
V= [U](l,i,j,k) (’U € V)

Sei A € My,.4(K) gegeben durch

10 0 0
0O -1 0 0
A= 0O 0 -1 0
0O 0 0 -1

Dannist¥ = (Tz"' o L4 o Ts)(v) (man iiberpriift dies auf den Elementen von B)
und wegen L 42 = L;, = idga ist somit

(Tg'oLaoTg)o(Tg'oLaoTs)(v)
(TB_l OLA OLA OTlg)(U)
(T o Laz0Tg)(v) =v

v

Also ist = eine Involution. Man iiberpriift fiir Elemente von B leicht, dass - an-
timultiplikativ ist (vgl. Tabellen 1 und 2). Nun argumentiert man wie bei der
Assoziativitidt von ¢: Angenommen uy, Uz, v1,v2 € V, so dass u; - v; = v; - Uy,
und Ay, Ao, pt1, pio € K. Dann ist

2 2
(Arur + Agug) - (pav1 + pgva) = Z iU - v = Z il U - Wi

ij=1 ij=1
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c)

1 1 |-i] =j| -k
i —i|al| =k | —aj
j —j| k| Dl bi

k | —k|aj|—bi|—abl

Tabelle 1 — Tabelle der w - v fiir u,v € B.

(R I S S SO N N R S
1 1-1=1 |i-1=—-i| j-1=—j | k-1=-k
i l-i=-i|ii=al]ji=-k ]| k-i=—qj
j 1-j=—j | i-j=k | j-j=01 k-j=bi
k [|[1-k=-k|i-k=aqaj|j-k=-bi|k k= —abl

Tabelle 2 — Tabelle der v - u fiir u, v € B.

Andererseits ist

(101 F favs - Ay + Agus =(pn 01 + p1202) - (MT1 + Aoliz)

2
:Z/\i,ujv_j'u_i

ij=1

Dies beweist, dass - fiir Linearkombinationen von zwei Elementen in /C anti-
multiplikativ ist. Dasselbe Argument nochmals angewendet auf Paare solcher
Linearkombinationen impliziert, dass - fiir beliebige Linearkombinationen von
Elementen in B antimultiplikativ ist.

Wir bemerken, dass N(z) = x-T =T -7 = x -T = N(x). Es reicht also zu
zeigen, dass « € (1) genau dann, wenn T =

8

“—": Falls x € (1), dann ist z = A1 fiir ein A € K und also per definitionem
=\l =u.

“<:”: Sei z = x11 4 291 + x3j + 24k, und sei x = 7, dann ist

und folglich sind 0 = x9 = 23 = x4 und = € (1).

Fiir u, v € B ist genau dann u-v € (1), wenn u = v. Daraus und aus N (z) € (1)
folgt

N(z)=2i1-1—a3i-i—23j-j— 13k -k

=(2? — ax3 — bxi + abx?)1
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d)

e)

Fiir die Multiplikativitit berechnen wir

Nz-y)=z-yTy=z-y-yT=z-Ny)-T=2-T-N(y) = N(z) - N(y)

da)ll-v=wv-Alfiurallev € V.

Wir zeigen, dass « € V' genau dann invertierbar ist, wenn N (z) # 0. Angenom-
men z € V ist invertierbar, d.h. es gibt y € V, so dass xy = 1. Dann ist

1= N(1) = N(zy) = N(z)N(y)

und folglich ist N(z) # 0. Fiir die andere Richtung sei N(z) # 0, d.h. es gibt
A € K\ {0}, so dass N(z) = A1. Dann gilt

r-AN1T) =AYz 2)=A"'N@) =1

Wir wissen von oben, dass fiir ein Element z € H_; _;(R) gilt
N(z) = (2] + 25 + 23 + 7)1
Somit ist N(z) = 0 genau dann, wenn = O und H_; _;(R) ist ein Schiefkorper.

Wir miissen zeigen, dass fiir z € Q* gilt

2] —ary — pr; +apr; =0 = =0

Sei z € Q* wie oben. Schreibe x; = - mitr; € Z und s; € N. Dann ist
2.2.2.2/ 2 2 2 2
0 =sysys355 (27 — axy — pas + apzy)
2 2 2 2
=(r1528384)° — a(s1728354)° — p($1827384)" + ap(s1528374)

Das heisst, es reicht zu zeigen, dass fiir x € Z* gilt

x] —ary — pr; +apr; =0 = =0

Seialso z € Z* \ {0} so dass

2 2 2 2
x] — azry — pry +apry =0

Beachte, dass wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass die x; alle teilerfremd sind,
dh.n € Zundn | z; fur 1 <i <4 impliziert n = 1. Es ist

2 2 _
xi —ar5 =0 modp

Falls 22 # 0 mod p, dann ist x3 invertierbar mod p und folglich auch x5, d.h.
es gibt n € Z so dass nxo =1 mod p und also
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Da aber nach Annahme a kein Quadrat ist mod p, folgt dass 2 = 0 mod p,
also p | 2. Des Weiteren 22 = 0 mod p und folglich p | z;. Also existieren
Y1, Y2 € Z, so dass
PPy — ap’ys — pai +apri =0
und folglich
2 2 2 2 _
pyy — apy; — x5+ axy =0

Also ist ax? = 22 mod p. Falls x4 # 0 mod p, dann folgt wieder ein Wi-
derspruch zur Annahme, dass a kein Quadrat ist mod p und wir finden mit
demselben Argument wie bereits zuvor, dass p | x3 und p | x4. Das impliziert
aber, dass p | x; fir 1 <i <4, im Widerspruch zur Teilerfremdheit der x;.



