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Lösung 8:
Komposition, Matrixmultiplikation,

Invertierbarkeit, Isomorphismen

1. a) Seien u1, u2 ∈ U und λ ∈ K beliebig. Aus der Linearität von S und T folgt

(S ◦ T )(u1 + λu2) = S(T (u1 + λu2))

= S(T (u1) + λT (u2))

= S(T (u1)) + λS(T (u2))

= (S ◦ T )(u1) + λ(S ◦ T )(u2)

und es folgt die Linearität von S ◦ T .

b) Sei v ∈ U beliebig, dann gelten nach Definition

(S ◦ (λT ))(v) = S((λT )(v)) = S(λT (v)) = λS(T (v)) = λ(S ◦ T )(v)
= (λ(S ◦ T ))(v),

((λS) ◦ T )(v) = (λS)(T (v)) = λS(T (v)) = λ(S ◦ T )(v) = (λ(S ◦ T ))(v).

Da v ∈ V beliebig war, stimmen also S◦(λT ), (λS)◦T und λ(S◦T ) punktweise
überein und damit folgt die Behauptung.

c) Wir wissen aus der Vorlesung, dass Hom(V,W ) ein Vektorraum ist bezüglich
punktweiser Addition und punktweiser skalarer Multiplikation, mit Nullelement
0 : V → W gegeben durch 0(v) = 0W für alle v ∈ V . Insbesondere ist also
End(V ) versehen mit der punktweisen Addition eine abelsche Gruppe mit neu-
tralem Element 0.

Aus Teilaufgabe 1.a) wissen wir, dass die Komposition eine wohldefinierte Ab-
bildung ◦ : End(V )×End(V )→ End(V ) ist, und wir wissen aus der Diskussion
der Mengenlehre (siehe Beispiel 1.36 im Analysisskript), dass diese Verknüpfung
assoziativ ist.
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Wir zeigen zuerst, dass End(V ) ein Einselement bezüglich ◦ enthält. Nach Auf-
gabe 1.a aus Serie 7 ist idV ein Element in End(V ), sodass für alle T ∈ End(V )
gilt idV ◦ T = T . Sei nämlich v ∈ V , dann ist

(idV ◦ T )(v) = idV (T (v)) = T (v)

und da v ∈ V beliebig war, stimmen idV ◦ T und T punktweise überein und
somit gilt idV ◦ T = T . Da T ∈ End(V ) beliebig war, ist also idV ein Einsele-
ment bezüglich Komposition. Man beachte, dass im Spezialfalle V = {0V } die
Abbildungen 0 und idV punktweise übereinstimmen, also ist Körperaxiom (K9)
nicht erfüllt. Dieses wird allerdings für Ringe nicht verlangt.

Es verbleibt nur noch, die Distributivität der Komposition über der Addition zu
überprüfen, also Körperaxiom (K8). Seien S, T1, T2 ∈ End(V ) und sei v ∈ V ,
dann berechnet man

(S ◦ (T1 + T2))(v) = S((T1 + T2)(v)) = S(T1(v) + T2(v))

= S(T1(v)) + S(T2(v))

= (S ◦ T1)(v) + (S ◦ T2)(v)
= ((S ◦ T1) + (S ◦ T2))(v),

((T1 + T2) ◦ S)(v) = (T1 + T2)(S(v))

= T1(S(v)) + T2(S(v))

= (T1 ◦ S)(v) + (T2 ◦ S)(v)
= ((T1 ◦ S) + (T2 ◦ S))(v).

Da v ∈ V beliebig war, folgen

S ◦ (T1 + T2) = (S ◦ T1) + (S ◦ T2),
(T1 + T2) ◦ S = (T1 ◦ S) + (T2 ◦ S).

Dies beweist, dass Axiom (K8) gilt.

d) Seien r, s ∈ R× beliebig, dann existieren nach Voraussetzung r̃, s̃ ∈ R, sodass
gilt r̃ · r = 1R und s̃ · s = 1R, wobei 1R ∈ R das Einselement bezüglich Multipli-
kation ist, d.h. für alle r ∈ R gilt 1R ·r = r. Unter Verwendung der Assoziativität
der Multiplikation, folgt

(s̃ · r̃) · (r · s) = s̃ · (r̃ · (r · s)) = s̃ · ((r̃ · r) · s) = s̃ · (1R · s) = s̃ · s = 1R

und somit ist r · s ∈ R×. Da r, s ∈ R× beliebig waren, liefert die Restriktion der
Multiplikation auf R× eine wohldefinierte Verknüpfung · : R× ×R× → R×.

Aus der Definition eines Ringes wissen wir, dass die Verknüpfung · : R×R→ R,
(r, s) 7→ r · s assoziativ ist, und somit gilt dies auch für die Restriktion auf
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R××R×. Nach Voraussetzung erfüllt das Einselement 1R ∈ R für alle r ∈ R die
Gleichung 1R ·r = r. Insbesondere gilt also 1R ·1R = 1R und somit ist 1R ∈ R×.
Also enthält R× ein neutrales Element bezüglich Multiplikation.

Per definitionem existiert für alle r ∈ R× in R eine Inverse bezüglich Multipli-
kation. Das heisst, es bleibt nur zu zeigen, die Inverse ebenfalls eine Einheit ist.
Dies folgt aber sofort aus der Symmetrie der Definition, denn die Inverse s hat
die Inverse r und somit ist per definitionem s ∈ R×.

e) Wir zeigen, dass gilt GL(V ) = End(V )×.

⊆: Sei T ∈ GL(V ), dann ist T bijektiv und somit existieren S1, S2 ∈ V V , sodass
gilt S1 ◦ T = T ◦ S2 = idV , d.h. T hat eine Links- und eine Rechtsinverse.
Man berechnet unter Verwendung von Beispiel 1.36 aus dem Analysisskript

S1 = S1 ◦ idV = S1 ◦ (T ◦ S2) = (S1 ◦ T ) ◦ S2 = idV ◦ S2 = S2.

Das heisst, T besitzt eine beidseitige Inverse S. Wir zeigen, dass S ∈ End(V )
gilt. Seien v1, v2 ∈ V , λ ∈ K, und wähle w1, w2 ∈ V mit T (wi) = vi. Dann
folgt

S(v1 + λv2) = S(T (w1) + λT (w2)) = S(T (w1 + λw2))

= w1 + λw2 = S(T (w1)) + λS(T (w2))

= S(v1) + λS(v2).

Dies zeigt, dass gilt

GL(V ) ⊆ {T ∈ End(V ) | ∃S ∈ End(V ) : S◦T = T◦S = idV } = End(V )×.

⊇: Sei T ∈ End(V )×. Dann existiert per definitionem S ∈ End(V ), sodass
gilt S ◦ T = T ◦ S = idV . Es folgt aus Übung 1.44 im Analysisskript, dass
T ∈ GL(V ) gilt.

Die Aussage folgt nun aus Teilaufgaben 1.c) und 1.d).
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2.

A(2B + 3C) =

(
1 3
2 −1

)[
2

(
1 0 −3
4 1 2

)
+ 3

(
1 1 4
−1 −2 0

)]
=

(
1 3
2 −1

)[(
2 0 −6
8 2 4

)
+

(
3 3 12
−3 −6 0

)]
=

(
1 3
2 −1

)(
5 3 6
5 −4 4

)
=

(
1 · 5 + 3 · 5 1 · 3 + 3 · (−4) 1 · 6 + 3 · 4

2 · 5 + (−1) · 5 2 · 3 + (−1) · (−4) 2 · 6 + (−1) · 4

)
=

(
20 −9 18
5 10 8

)

(AB)D =

[(
1 3
2 −1

)(
1 0 −3
4 1 2

)] 2
−2
3


=

(
13 3 3
−2 −1 −8

) 2
−2
3


=

(
29
−26

)
und Assoziativität der Matrixmultiplikation impliziert A(BD) = ( 29

−26 ).

3. a) Sei A ∈ Mn×n(K) invertierbar und seien B,C ∈ Mn×n(K) zwei Inverse von A,
dann ist

C = InC = (BA)C = B(AC) = BIn = B

und somit ist die Inverse eindeutig.

b) Wir zeigen zuerst, dass LA invertierbar ist. Da AB = In, gilt Ker(LAB) =
Ker(In) = {0}.
Daraus folgt bereits, dass LA invertierbar ist. Um das zu sehen, zeigen wir zuerst,
dass Ker(LB) = {0}. Sei v ∈ Ker(LB), dann ist

LAB(v) = (LA ◦ LB)(v) = LA(LB(v)) = LA(0) = 0

also v ∈ Ker(LA ◦ LB) = Ker(LAB) = {0} und folglich Ker(LB) = {0}. Da
LB : Kn → Kn, ist LB bijektiv. Also ist LB invertierbar und somit

(LB)
−1 = LIn ◦ (LB)−1 = (LA ◦ LB) ◦ (LB)−1 = LA ◦ (LB ◦ (LB)−1) = LA

Da LB invertierbar ist, ist auch LA = (LB)
−1 invertierbar und wie in der Vorle-

sung gezeigt ist also A invertierbar.
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Es folgt

BA = In(BA) = (A−1A)(BA) = A−1(AB)A = A−1InA = A−1A = In

und somit BA = AB = In und B ist eine Inverse von A, sprich B = A−1.

c) • Berechne

((AB)T )ij = (AB)ji =
n∑
k=1

AjkBki =
n∑
k=1

(AT )kj(B
T )ik = (BTAT )ij

• Sei A invertierbar und sei B ∈ Mn×n(K) mit AB = BA = In. Dann ist
wegen dem soeben gezeigten

ATBT = (BA)T = ITn = In und BTAT = (AB)T = ITn = In

Also ist AT invertierbar und (AT )−1 = BT = (A−1)T .
• Seien A,B invertierbar, dann ist wegen der Assoziativität der Matrixmulti-

plikation

(B−1A−1)AB = B−1(A−1A)B = B−1InB = B−1B = In

und
AB(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AInA

−1 = AA−1 = In

Also ist AB invertierbar und (AB)−1 = B−1A−1.

4. a) Reflexivität: Sei V ein Vektorraum, dann ist idV : V → V bijektiv – also inver-
tierbar – und linear, folglich ist V ∼= V .

Symmetrie: Seien V,W Vektorräume über K und V ∼= W , dann existiert T ∈
Hom(V,W ) invertierbar. Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, ist dann T−1 ∈
Hom(W,V ). T−1 ist invertierbar, folglich gilt W ∼= V .

Transitivität: Seien U, V,W Vektorräume über K und U ∼= V , V ∼= W . Dann
existieren T1 ∈ Hom(U, V ), T2 ∈ Hom(V,W ) invertierbar oder (dazu äqui-
valent) bijektiv. Dann ist T2 ◦ T1 : U → W ebenfalls bijektiv und, wie in der
Vorlesung besprochen, linear. Also ist T2 ◦T1 ∈ Hom(U,W ) invertierbar und
folglich U ∼= W .

b) 1 “ =⇒ ”: Sei T injektiv und sei {v1, . . . , vn} eine Basis von V . Für alle i sei
wi := T (vi). Da T injektiv ist, ist {w1, . . . , wn} ⊆ W linear unabhängig.
Seien wn+1, . . . , wm ∈ W so dass {w1, . . . , wm} eine Basis von W ist.
Wie in der Vorlesung bewiesen, existiert genau ein S ∈ Hom(W,V ), so
dass

S(wi) =

{
vi falls 1 ≤ i ≤ n

0 sonst

Für 1 ≤ i ≤ n gilt (ST )(vi) = S(T (vi)) = S(wi) = vi und somit ist
ST = idV .
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“⇐”: Angenommen S ∈ Hom(W,V ) mit ST = idV . Sei v ∈ Ker(T ), dann
ist v = idV (v) = (ST )(v) = S(T (v)) = S(0) = 0, folglich ist T injektiv.

2 “ =⇒ ”: Sei T surjektiv und sei {w1, . . . , wm} eine Basis von W . Da T sur-
jektiv ist, finden wir v1, . . . , vm ∈ V so dass wi = T (vi). Sei S : W → V
die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit S(wi) = vi – man sagt
auch S ist die lineare Erweiterung von S(wi) := vi –, dann ist

(TS)(wi) = T (S(wi)) = T (vi) = wi

und somit ist TS = idW .
“⇐”: Sei S ∈ Hom(W,V ) beliebig. Seiw ∈ Im(TS), dann existiert w̃ ∈ W

mit w = (TS)(w̃) = T (S(w̃)) und somit w ∈ Im(T ). Wir haben also
gezeigt, dass Im(TS) ⊆ Im(T ).
Sei nun also S ∈ Hom(W,V ) mit TS = idW , dann ist

W = Im(idW ) = Im(TS) ⊆ Im(T )

und folglich ist T surjektiv.

5. a) Wie in der Vorlesung gezeigt, gilt für beliebigeA ∈Mm×n(K) undB ∈Mn×p(K)
die Gleichung

LA ◦ LB = LAB

Folglich sind L2
A = LA2 und L3

A = LA3 . Wir berechnen

A2 =

2 2 −10
1 2 −7
0 2 −4

2 2 −10
1 2 −7
0 2 −4

 =

6 −12 6
4 −8 4
2 −4 2


A3 =

2 2 −10
1 2 −7
0 2 −4

6 −12 6
4 −8 4
2 −4 2

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


Also ist L2

A 6= 0 (bspw. ist L2
A(e1) = (6, 4, 2)T ), und L3

A = 0.

b) Seien w := e1, v := LA(w) und u := LA(v). Wir müssen zeigen, dass {u, v, w}
linear unabhängig ist. Seien λ, µ, ν ∈ R und

0 = λw + µv + νu = λ

1
0
0

+ µ

2
1
0

+ ν

6
4
2

 =

λ+ 2µ+ 6ν
µ+ 4ν
2ν


dann folgt λ = µ = ν = 0 und folglich ist {u, v, w} linear unabhängig. Es ist
(wie bereits oben berechnet)

LA(u) =

2 2 −10
1 2 −7
0 2 −4

6
4
2

 =

0
0
0
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wie gewünscht.

Es gilt

LA(u) =0 = 0u+ 0v + 0w

LA(v) =u = 1u+ 0v + 0w

LA(w) =v = 0u+ 1v + 0w

und folglich

[LA](u,v,w) =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


c) Wir wissen aus der vorangehenden Teilaufgabe, dass 〈{u}〉 ⊆ Ker(LA) und
〈{u, v}〉 ⊆ Im(LA) = Im(A). Wir wissen aus der Dimensionsformel, dass

3 = dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) ≥ dim(〈{u}〉) + dim(〈{u, v}〉) = 3,

und somit ist Ker(A) = 〈{u}〉 und Im(A) = 〈{u, v}〉.

6. a) Die bilineare Fortsetzung heisst, dass für jedes v ∈ V die Abbildung

ϕv : V → V ;w 7→ v · w

ein Endomorphismus, und dass die Abbildung ϕ : V → End(V ), v 7→ ϕv ein
Homomorphismus ist. Wir bemerken, dass

(ϕu ◦ ϕv)(w) = u · (v · w) und ϕϕu(v)(w) = (u · v) · w

Das heisst, wir fordern ϕu ◦ ϕv = ϕϕu(v). Wir nennen dies im Folgenden die
Assoziativität von ϕ.

Im Folgenden sei B = {1, i, j,k}.
Für jedes v ∈ V ist ein ϕv wie oben durch (ϕv(1), ϕv(i), ϕv(j), ϕv(k)) vollstän-
dig bestimmt und ϕ ist durch (ϕ1, ϕi, ϕj, ϕk). ϕ1 = idV ist sicherlich wohldefi-
niert. Gegeben ϕ1, ϕi, ϕj, ϕj ∈ End(V ) wie in der Aufgabenstellung, d.h.

ϕ1 =idV

ϕi(1) =i, ϕi(i) = a1, ϕi(j) = k

ϕj(1) =j, ϕj(i) = −k, ϕj(j) = b1

(♥)

so dass ϕv ◦ϕw = ϕϕv(w) für alle v, w ∈ B, dann folgt aus der Assoziativität und
der Linearität von ϕ, dass

ϕi(k) =(ϕi ◦ ϕi)(j) = ϕϕi(i)(j) = ϕa1(j)

=(aϕ1)(j) = aϕ1(j) = aj

ϕj(k) =(ϕj ◦ ϕ−j)(i) = ϕϕj(−j)(i) = ϕ−b1(i)

=(−bϕ1)(i) = −bϕ1(i) = −bi
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sowie ϕk = ϕϕi(j) = ϕi ◦ ϕj. Also sind ϕ1, ϕi, ϕj, ϕk durch Annahme der Asso-
ziativität und Linearität von ϕ sowie Relationen in (♥) vollständig bestimt und
somit auch die lineare Abbildung ϕ.

Seien nun ϕ1, ϕi, ϕj, ϕk die eindeutigen Endomorphismen von V von oben, d.h.
ϕ1, ϕi und ϕj erfüllen die Relationen in (♥), ϕi(k) = aj, ϕj(k) = −bi und
ϕk := ϕi ◦ ϕj. Wir definieren ϕ ∈ Hom(V,End(V )) als die eindeutige lineare
Abbildung mit

∀v ∈ B : ϕ(v) = ϕv

Wir müssen zeigen, dass ϕ assoziativ ist. Zuerst überprüft man explizit, dass für
alle u, v ∈ B gilt

ϕu ◦ ϕv = ϕϕu(v)

Tatsächlich ist

ϕ1 ◦ ϕu = ϕu = ϕu ◦ ϕ1 (u ∈ B)

und da ϕ1(u) = ϕu(1) = u für alle u ∈ B, folgt die Assoziativität von ϕ
für Paare in B, wo mindestens ein Element gleich 1 ist. In den anderen Fällen
überprüft man explizit. So ist beispielsweise ϕϕj(k) = −bϕi und folglich

ϕj ◦ ϕk(1) =ϕj(k) = −bi
ϕj ◦ ϕk(i) =ϕj ◦ ϕi ◦ ϕj(i) = −ϕj ◦ ϕi(k) = −aϕj(j) = −ab1
ϕj ◦ ϕk(j) =ϕj ◦ ϕi ◦ ϕj(j) = bϕj ◦ ϕi(1) = bϕj(i) = −bk
ϕj ◦ ϕk(k) =ϕj ◦ ϕi ◦ ϕj(k) = −bϕj ◦ ϕi(i) = −abϕj(1) = −abj
ϕϕj(k)

(1) =− bϕi(1) = −bi
ϕϕj(k)(i) =− bϕi(i) = −ab1
ϕϕj(k)(j) =− bϕi(j) = −bk
ϕϕj(k)(k) =− bϕi(k) = −abj

Dies beweist, dass ϕj ◦ ϕk = ϕϕj(k). Die anderen Fälle überprüft man analog.

Seien nun u1, u2, v1, v2 ∈ V gegeben, so dass ϕui ◦ϕvj = ϕϕui (vj) für i, j = 1, 2.
Dann ist für λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ K

ϕλ1u1+λ2u2 ◦ ϕµ1v1+µ2u2 =(λ1ϕu1 + λ2ϕu2) ◦ (µ1ϕv1 + µ2ϕv2)

=
2∑

i,j=1

λiµj(ϕui ◦ ϕvj) =
2∑

i,j=1

λiµjϕϕui (vj)

=
2∑
i=1

λiϕϕui (µ1v1+µ2v2)

=ϕλ1ϕu1 (µ1v1+µ2v2) + ϕλ2ϕu2 (µ1v1+µ2v2)

=ϕϕλ1u1+λ2u2 (µ1v1+µ2v2)
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Also gilt die Assoziativität von ϕ für Linearkombinationen zweier Elemente in B.
Das Argument nochmals angewendet auf solche Linearkombination, liefert die
Assoziativität für Linearkombinationen von vier Elementen in B und da letzteres
eine Basis ist, folgt Assoziativität von ϕ für alle Paare in V × V , d.h.

ϕu ◦ ϕv = ϕϕu(v) (u, v ∈ V )

b) Seien λ ∈ K und v, w ∈ V mit

v =x11+ x2i+ x3j+ x4k

w =y11+ y2i+ y3j+ y4k

Dann ist

v + λw =(x1 + λy1)1− (x2 + λy2)i− (x3 + λy2)j− (x4 + λy4)k

=(x11− x2i− x3j− x4k) + λ(y11− y2i− y3j− y4k) = v + λw

Sei TB : V → V die Abbildung

v 7→ [v](1,i,j,k) (v ∈ V )

Sei A ∈M4×4(K) gegeben durch

A =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


Dann ist v = (T−1B ◦ LA ◦ TB)(v) (man überprüft dies auf den Elementen von B)
und wegen LA2 = LI4 = idK4 ist somit

v =(T−1B ◦ LA ◦ TB) ◦ (T
−1
B ◦ LA ◦ TB)(v)

=(T−1B ◦ LA ◦ LA ◦ TB)(v)
=(T−1B ◦ LA2 ◦ TB)(v) = v

Also ist · eine Involution. Man überprüft für Elemente von B leicht, dass · an-
timultiplikativ ist (vgl. Tabellen 1 und 2). Nun argumentiert man wie bei der
Assoziativität von ϕ: Angenommen u1, u2, v1, v2 ∈ V , so dass ui · vj = vj · ui,
und λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ K. Dann ist

(λ1u1 + λ2u2) · (µ1v1 + µ2v2) =
2∑

i,j=1

λiµjui · vj =
2∑

i,j=1

λiµjvj · ui
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u · v 1 i j k

1 1 −i −j −k
i −i a1 −k −aj
j −j k b1 bi
k −k aj −bi −ab1

Tabelle 1 – Tabelle der u · v für u, v ∈ B.

v · u 1 i j k

1 1 · 1 = 1 i · 1 = −i j · 1 = −j k · 1 = −k
i 1 · i = −i i · i = a1 j · i = −k k · i = −aj
j 1 · j = −j i · j = k j · j = b1 k · j = bi

k 1 · k = −k i · k = aj j · k = −bi k · k = −ab1

Tabelle 2 – Tabelle der v · u für u, v ∈ B.

Andererseits ist

µ1v1 + µ2v2 · λ1u1 + λ2u2 =(µ1v1 + µ2v2) · (λ1u1 + λ2u2)

=
2∑

i,j=1

λiµjvj · ui

Dies beweist, dass · für Linearkombinationen von zwei Elementen in K anti-
multiplikativ ist. Dasselbe Argument nochmals angewendet auf Paare solcher
Linearkombinationen impliziert, dass · für beliebige Linearkombinationen von
Elementen in B antimultiplikativ ist.

c) Wir bemerken, dass N(x) = x · x = x · x = x · x = N(x). Es reicht also zu
zeigen, dass x ∈ 〈1〉 genau dann, wenn x = x.

“ =⇒ ”: Falls x ∈ 〈1〉, dann ist x = λ1 für ein λ ∈ K und also per definitionem
x = λ1 = x.

“⇐”: Sei x = x11+ x2i+ x3j+ x4k, und sei x = x, dann ist

0 = x− x = 2x2i+ 2x3j+ 2x4k

und folglich sind 0 = x2 = x3 = x4 und x ∈ 〈1〉.

Für u, v ∈ B ist genau dann u ·v ∈ 〈1〉, wenn u = v. Daraus und aus N(x) ∈ 〈1〉
folgt

N(x) =x211 · 1− x22i · i− x23j · j− x22k · k
=(x21 − ax22 − bx23 + abx24)1
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Für die Multiplikativität berechnen wir

N(x · y) = x · y · x · y = x · y · y · x = x ·N(y) · x = x · x ·N(y) = N(x) ·N(y)

da λ1 · v = v · λ1 für alle v ∈ V .

Wir zeigen, dass x ∈ V genau dann invertierbar ist, wenn N(x) 6= 0. Angenom-
men x ∈ V ist invertierbar, d.h. es gibt y ∈ V , so dass xy = 1. Dann ist

1 = N(1) = N(xy) = N(x)N(y)

und folglich ist N(x) 6= 0. Für die andere Richtung sei N(x) 6= 0, d.h. es gibt
λ ∈ K \ {0}, so dass N(x) = λ1. Dann gilt

x · (λ−1x) = λ−1(x · x) = λ−1N(x) = 1

d) Wir wissen von oben, dass für ein Element x ∈ H−1,−1(R) gilt

N(x) = (x21 + x22 + x23 + x24)1

Somit istN(x) = 0 genau dann, wenn x = 0 undH−1,−1(R) ist ein Schiefkörper.

e) Wir müssen zeigen, dass für x ∈ Q4 gilt

x21 − ax22 − px23 + apx24 = 0 =⇒ x = 0

Sei x ∈ Q4 wie oben. Schreibe xi = ri
si

mit ri ∈ Z und si ∈ N. Dann ist

0 =s21s
2
2s

2
3s

2
4(x

2
1 − ax22 − px23 + apx24)

=(r1s2s3s4)
2 − a(s1r2s3s4)2 − p(s1s2r3s4)2 + ap(s1s2s3r4)

2

Das heisst, es reicht zu zeigen, dass für x ∈ Z4 gilt

x21 − ax22 − px23 + apx24 = 0 =⇒ x = 0

Sei also x ∈ Z4 \ {0} so dass

x21 − ax22 − px23 + apx24 = 0

Beachte, dass wir o.B.d.A. annehmen können, dass die xi alle teilerfremd sind,
d.h. n ∈ Z und n | xi für 1 ≤ i ≤ 4 impliziert n = ±1. Es ist

x21 − ax22 ≡ 0 mod p

Falls x22 6≡ 0 mod p, dann ist x22 invertierbar mod p und folglich auch x2, d.h.
es gibt n ∈ Z so dass nx2 ≡ 1 mod p und also

a ≡ n2ax22 ≡ (nx1)
2 mod p

Bitte wenden!



Da aber nach Annahme a kein Quadrat ist mod p, folgt dass x22 ≡ 0 mod p,
also p | x2. Des Weiteren x21 ≡ 0 mod p und folglich p | x1. Also existieren
y1, y2 ∈ Z, so dass

p2y21 − ap2y22 − px23 + apx24 = 0

und folglich
py21 − apy22 − x23 + ax24 = 0

Also ist ax24 ≡ x23 mod p. Falls x4 6= 0 mod p, dann folgt wieder ein Wi-
derspruch zur Annahme, dass a kein Quadrat ist mod p und wir finden mit
demselben Argument wie bereits zuvor, dass p | x3 und p | x4. Das impliziert
aber, dass p | xi für 1 ≤ i ≤ 4, im Widerspruch zur Teilerfremdheit der xi.


