D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

1.

a)

b)

Serie 9:

Basiswechsel & Dualraum

Wir betrachten die Abbildung f : R® — R, (z,y,2)7 — z — y + 2. Dann
ist f linear, da f = L¢,—11) und £ = Ker(f), also ist E ein Unterraum. Wir
bemerken, dass f # 0, da f(1,0,0)7 = 1. Folglich ist Rang(f) > 1 und da
Im(f) C R, folgt Rang(f) = 1. Also ist dim F = dimR* — Rang(f) = 2.

Gegeben v = (z,y,2)T,v' = (2/,y/, 2/)T € R?, schreiben wir
(v,0") = xx' +yy + 22
Seien v = (2”,y",2")T € R3, X\ € R, dann ist

(v, 0"+ M") =x(2' +  2") + y(v + Ny') + 2(2" + \2")
=2’ + gy + 22+ Mo + gy + 22"
=(v,v") + A(v,v")

Also ist (v, v') linear in der zweiten Komponente.

Sei {v1, vy} eine Basis von E (vgl. Teilaufgabe a)). Dann impliziert die obige
Rechnung, dass v € E* genau dann, wenn (v,v;) = (v,v3) = 0. Dasselbe
Argument angewendet auf die erste Komponente zeigt, dass die Abbildungen
f1, fo : R® — R gegeben durch f; : v — (v,v1) und fo : v > (v, v7) linear sind,
und also £+ = Ker(f;) NKer(fs). Da vy, vy # 0, sind fi, f, nicht-trivial: gege-
ben k existiertein 1 < ¢ < 3sodass fx(e;) # 0; sei ndmlich i so gewihlt, dass die
i-te Komponente von vy, nicht 0 ist, dann ist fi(e;) gleich der i-ten Komponente
von vy, und somit ist f, # 0. Dies zeigt, dass dim Ker(f;) = dim Ker(fy) = 2
und daraus folgt

dim E* =dim (Ker(f1) N Ker(f»))
= dim Ker(f1) + dim Ker(f2) — dim(Ker(f1) + Ker(f2)) > 1
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¢)

Angenommen v = (r,y,z) € E N E+, dann ist
0=(v,v) =2 +y*+ 2*
und folglich v = 0. Also ist
dim(E + E*+) = dim E + dim B+ — dim(E N E*) > 3 = dim R?
und es folgt R® = £ @ E-+. Man beachte, dass dies zeigt, dass

dim £+ = dim(E @ E+) — dim F = dimR* -2 =1

Wir hatten in Serie 7 gezeigt, dass w = Pg(v) genau dann, wenn w € E und
v — Pg(v) € E+. Daraus folgt, dass Pg(v) = v fiir alle v € E. Sei also {v1, v5}
eine Basis von £, dann ist Pg(v;) = vy und Pg(vy) = ve. Falls {v3} eine Basis
von B+, dannist B = (vy, vy, v3) eine Basis von R? und [Pg]5 hat die gewiinschte
Form. Es bleibt, vy, v, v3 explizit zu bestimmen.

Man iiberpriift leicht, dass z.B. v; = (1,2,1) und v, = (1,0, —1) in E liegen.
Fiir A, Ay € R mit A\jv; + \owvg = 0 gilt

O — ()\1 + )\2, 2)\1, )\1 - )\2)

und folglich A\; = Ay = 0. Also ist {v;, v2} eine Basis von E.

Wir wihlen v3 = (—2,2,—2), d.h. v3 = v; X v9, wobei X das in der Schule
diskutierte Kreuzprodukt beschreibt. Dann ist v; € E*. Alternativ bestimmt man
den Vektor v3 = (x,y, z) als eine der Losungen des Gleichungssystems

((x>y7 Z)avl) =T+ 2y +z

= ((:E7ya Z)vvl) =T —Z

0
0
Wie eingangs beschrieben, ist B = (vq, vy, v3) eine Basis fiir die gilt

1
[PE]B: 0
0

o = O
o O O

Beachte, dass B in keiner Weise eindeutig ist. Beispielsweise ist {v} gegeben
durch v = (1, —1, 1) ebenfalls eine Basis von E*. Also gilt fiir B’ := (vy, vg, v})
ebenfalls

1 0
[Pglp =[Pels= |0 1
0 0

o O O
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d) Wir verwenden [Pg|e, = [idgs]%’ [Pz glidgs]g, . Es gilt sicherlich

a)

1 1 =2
des] =2 0 2
1 -1 =2

Fiir die Umkehrung des Basiswechsels iiberlegen wir uns, dass fiir A, Ao, A3 € R
gilt

A1+ A — 23
)\11)1 + )\2'1]2 + )\3’03 = 2)\1 + 2)\3
AL — Ay — 23

Wir 16sen nun A\jv; + Agvg + Agv3 = ¢; fiir j = 1,2, 3 und erhalten

1 1 1
9 3 °)
leis=1 5 |, leals={0], Jleslz=|—3
1 1 _1
6 6 6
Es folgt
1 1 =2\ /1 00\ /% 3 3
[Pele, =12 0 2 010 % 0 —%
1 -1 -2/ \0 0 0) \—¢ & —¢
1 1 1
11 =2 ¢ 3 06
=2 0 2 3 0 —3
1 -1 =2 00 O
2 1 —1
1
-1 1 2

Bemerkung: Diese Matrix hitte man nahezu unmoglich direkt berechnen konnen.
Die Verwendung von Basiswechselmatrizen erscheint auf den ersten Blick viel-
leicht als Umweg, sie macht das Argument im Grunde genommen aber relativ
einfach und es gibt nur wenig Gelegenheit Fehler zu machen, insbesondere wenn
wir spiter lernen [idgs]% direkt anhand von [idgs]% zu bestimmen.

Nach Voraussetzung ist {po, . . ., pq} linear unabhingig. Sei p € R,[X], dann ist
per definitionem

p(z) =g + aqz + - + aga?

punktweise, mit von = unabhingigen Koeffizienten. Also ist {py, ..., pq} ein li-
near unabhéngiges Erzeugendensystem von R,[X| und somit eine Basis.

Bitte wenden!



b) Wir wissen aus der Analysisvorlesung, dass

k

(1) =3 (’;)x (k e NU{0})

r=0

Wir wissen aus der vorangehenden Teilaufgabe, dass dim Ry[X| = d + 1, und
folglich reicht es zu zeigen, dass {qo, . . ., ¢4} linear unabhéngig ist.

Seien ag, . ..,y € K mit
0=apgqo+ -+ aagd

Dann ist punktweise

0=ao(z+1)° + -+ ag(z + 1)
d kg
- (1)
k=0 r=0 "

Da {po, ..., paq} linear unabhingig sind, folgt also

s-Salt) 0z

und insbesondere 0 = >¢_ (%) = ag. Seinun 0 < r < d gegeben und

angenommen wir wissen bereits, dass «., ..., ag = 0. Dann ist
d d
k k
0= « = op_1 + « = oy
ol f ) e Xl f ) —an
k=r—1 k=r
und somit folgt 0 = ay = - - - = oy per Induktion.

Die Gleichheit () beweist man mittels Induktion. Falls d = 0, dann gilt sicher-

lich ;aki (l:)z =ag= i <Zd: oL (i)) 2"

r=0 k=r

Angenommen, die Gleichheit gilt fiir d, dann berechnen wir

d+1 k d k d+1

E\ E\ d+1\ ,

ozkg (T)x = akg <T>x —i—odeg < . )x
k=0

k=0 r=0 r=0 r=0

Siehe nichstes Blatt!
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k d+1 d+ 1 )
Oék(r> x”—i—adHZ( r )ZL‘

M-
M-

r=0 k=r r=0
d d+1
B\ . d+1

=S (Sen(t) ) e (471
r=0 k=r r

d+1 d+1 k

= ak(> z"

r=0 k=r r

Bemerkung: Wir werden spiter lernen, wie man dieses Problem mittels Losung
eines linearen Gleichungssystems 16sen kann. Hierfiir setzt man beispielsweise
die Werte 0, . . ., d fiir x ein und zeigt dann, dass eine gewisse Matrix invertierbar
ist.

Wie in der Analysisvorlesung ausfiihrlich diskutiert wurde (siehe obige Formel),
gelten

qo =Po

¢1 =po + p1

42 =po + 2p1 + p2

g3 =po + 3p1 + 3p2 + p3

Folglich gelten
L1 )12 s
idryyylez = [0 1 2| und [ide,x]ed =
00 1 3 0013
0001

Um die anderen Basiswechselmatrizen zu bestimmen, verwenden wir
: C . Bgy—1
lidr,x1l5, = ([idryxyles) ™

Aufgabe 2b von Ubungsblatt 8 und die Tatsache, dass die Inversen von [idg el gj
fiir d = 2, 3 relativ leicht zu erraten sind.

111\ /1 -1 1 100
01 2o 1 —2|=1010
001/ \0 0 1 001
1 -1 1

= [idp,l@ = (0 1 -2

0 0 1

Bitte wenden!



d

1111\ /1 -1 1 -1 1000
0123|[lo 1 —2 3] (0100
0013|loo 1 =3 o010
0001/\o 0o o 1 0001

1 -1 1 -1

| 0 1 -2 3

=ldeils =g o 1 3

00 0 1

Um die Inversen zu erraten, riat man zuerst, dass die Inverse einer oberen Drei-
ecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen
auf der Diagonalen sein muss. Dann multipliziert man zwei solche Matrizen, z.
Bsp.

1111 1 a b c 1 14+a 1+b+d 14+c+e+f
0123l|01del|l |0 1 2+d 3+e+2f
0013|001 f]) |0 O 1 3+f
0001/ \0O0O01 0 0 0 1

und bestimmt dann die Koeffizienten.

Alternativ berechnet man wieder die Koeffizienten von p; beziiglich C, oder man
verwendet beispielsweise das Gauss’sche Eliminationsverfahren, um die Inver-
sen von [idpg,[ X]]fg zu bestimmen. Diesen Algorithmus erlernen wir im weiteren
Verlauf des Semesters.

Gegeben sei ein Polynom p(x) = ZZ:O apx”®. Dann ist
d
x) = Z kaga®? (%)
k=0
wobei wir die Konvention % = oo und 0 - co = 0 verwenden. Seien ¢(z) =

ZZ/:O Brx® und A € R. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass d = d’, indem wir, wenn
notig, die Darstellung von p bzw. ¢ durch Monome hoheren Grades mit Koef-
fizienten gleich O ergénzen. Dann ist p + Ag ein Polynom und (p + A\g)(x) =

ZZZO Yre® mit v, = ay + ABy. Also gilt

d d
D(p+Ag)(z) = kya®™ =" k(oy, + ABy)a”
k=0 k=0
d
= (k’@k + A\kB)x Z kaga® ' 4+ A Z kBpat—
( )+ AD(q)

Siehe nachstes Blatt!



Dies zeigt, dass D linear ist.

Aus der Formel .
D(p)(z) =Y _ koya*™!
k=0

folgt, dass D(p) € span{py,...,pa—1} ist, falls d > 1 und D(p) = 0O sonst.
Wegen Teilaufgabe a) und wegen deg(0) = —oo < —1 ist folglich D(p) €
Ry 1[X] wann immer d > 0. Die Abbildung Dy, : Ry[X] — R, 1[X] gegeben
durch Dy(p) := D(p) ist also wohldefiniert.

e) Die Darstellungsmatrizen berechnen sich anhand der Formel (%):

D(py) = 0 falls k =0
Pk} = kpp_1 sonst

Also ist
01000
00200
Bz __
[Da]s} = 00030
0000 4

Um [D4]gi zu bestimmen, verwenden wir die Kettenregel
D(q)(x) = k(x + 1)1
Man iiberpriift die Formel in unserem Kontext direkt wie folgt:

o (5 ()e)- ()

r=0 =0

5 (e -8 (# oo

r

> 03
—_

= k(k B 1>x’" = k(z+1)*"

r
r=0

wobel wir verwendet haben

k k!
(r+1>(r+1) -G
K
“rl(k—1) —1)!
(k—1)!
(k= 1) —r)!

=k

Bitte wenden!



Alsoist [Dy]& = [Da] .
f) Wir berechnen

(D43 =[idr,x)] g [Da)5?

1 -1 1 =1\ /0100 0
B 1 -2 3]]00 200
- 0 1 =3|foo0oo03o0

0 0 1/\0000 4

-2 3 -4
2 -6 12
0 3 -12
0 0 4

g) Wir schreiben p = py — 10p; + ps, und folglich ist [p|s, = (1,—10,0,1)T. Wir

OO OO O oo

1
0
0
0

wissen
[T(p)]s, = [T)5:[Pls, = Alpls,
Also gilt
3 4 21 _110 —36
Tls = -1 2 6 0] | " ={-2
1 2 3 4 —15
1
Und folglich ist

T(p) = —36 — 21z — 152°

3. Dadim V* = 3, reicht es zu zeigen, dass f1, f2, f3 linear unabhéngig sind. Seien also
)\1, )\2, )\5 € R mit
0=M/f1+Aafa+ Asf3

Das heisst, fiir alle (z,y, z) € R3 gilt

0=XM(z—2y)+X(z+y+2)+ A3(y — 32)
:l’(>\1 + )\2) + y(—2)\1 + )\2 + )\3) + Z()\Q — 3)\3)

Da dies fiir beliebige (x,y, z) € R? gilt, folgt nach Auswertung auf der Standardbasis,
dass

0=X\ + X\ (aus (z,y,z) = e1)
0=—2M+ X2+ X3 (aus (z,y, z) = e2)

Siehe nachstes Blatt!



0 =Xy — 33 (aus (z,y, 2z) = e3)
Einsetzen der ersten und dritten in die zweite Gleichung liefert

1 10
0:2)\2+)\2+§>\2 - 3)\2

Also ist Ay = 0 und es folgt —\; = 3A3 = Ay = 0. Folglich sind fi, fo, f3 linear
unabhingig.

Fiir die Basis B muss gelten

fi(vy) =1 fa(v1) =0 fs(v1) =0
fi(v2) =0 fa(va) =1 f3(v2) =0
fi(vs) =0 fa(vs) =0 fs(vz) =1
Also gilt fiir die Vektoren v; = (z;, i, 2;)
1:.131—2y1 0:$1+y1+21 0:y1—321
0=m3 — 2y, =2+ y2+ 2 0=1y2— 32
0=m3—2y3 0=2x3+ys+ 23 1 =y3— 3z

Wir erhalten:

1 3 2 <2 3 1)
L= 3% hr=—gn 175 =5 100 10
1 1 3 <3 3 1>
Zo — — = —X To = — Vo = -, ——, ——
2= 3% Y2 =yt 27§ 2= 51010
. 1 3 B <2 1 3>
T3 = 2Y3 Y3 = 323 Z3 = 10 V3 = 10°10° 10

Es bleibt zu zeigen, dass {v1, v2, v3} eine Basis ist, und wegen dim R? = 3 reicht es
zu zeigen, dass {vy, vo, v3} linear unabhingig ist. Seien hierfiir A, Ay, A3 € R mit
0 = A1 + Avgy + Asvs, dann ist

0 =£1(0) = fi(Av1 + v + Azv3) = Ay
0 :f2(0) = fg()\ﬂ)l + >\2U2 + )\31)3) = )\2
0 =13(0) = f3(Av1 + Agva + A3v3) = A3

und folglich ist {vy, v, v3} linear unabhingig.

. (a) ist wie in der Vorlesung gezeigt dquivalent zu Ker(7") = 0, also zu (c).

Wir zeigen, dass 7' genau dann injektiv ist, wenn 7™ surjektiv ist, d.h. wir zeigen, dass
(a) und (b) dquivalent sind.

Bitte wenden!



S.

“=": Sei T injektiv und sei f € V*. Sei {vy,...,v,} eine Basis von V. Wir erin-
nern daran, dass f durch die Bilder f(v;),..., f(v,) vollstindig bestimmt ist.
Da T injektiv ist, sind {T'(vy), ..., T (v,)} linear unabhéngig. Also existiert eine
lineare Abbildung g : W — K mit

9(T(vj)) = flv;) (1 <j<n)

Esist 7"g = f. Da f beliebig war, ist 7™ surjektiv.

“«<": Sei T surjektiv und sei v # 0. Dann existiert eine geordnete Basis (vy, ..., v,)
von V mit v = v; und wie in der Vorlesung gezeigt eine duale Basis (f1, ..., fn)
von V* definiert durch f;(v;) = 6;;. Da T™* surjektiv ist, existiert ein g € W* mit
T*g = f, und folglich

1= fi(v) = T"g(v) = g(T'(v))

und wegen Linearitit von g folgt 7'(v) # 0. Also ist Ker(7") = {0} und folglich
T injektiv.

Oben wurde verwendet, dass
YVoeV: (v#0<3feV™: f(v)#0)

Wir beweisen dies nochmals explizit:

“="": Falls v # 0, dann existiert nach dem Steinitz’schen Austauschsatz eine geord-
nete Basis (vy,...,v,) von V mit v = v; und wie in der Vorlesung gezeigt eine
duale Basis (f1,. .., f,) von V* mit f;(v;) = 0;;.

“=": Da f € V* linear ist, gilt f(0) = 0 und also f(v) # 0 = v # 0.

Letztere Aussage gilt natiirlich auch in W, d.h. ein Element w € W ist ungleich Null
genau dann, wenn ein g € W* existiert mit g(w) # 0. Also ist (d) dquivalent zu
Vo e V . {0} : T'(v) # 0, und folglich ist (d) dquivalent zu (a).

a) Wir wissen von Blatt 6, dass ein Unterraum U C V mit V = W & U existiert.
Des Weiteren haben wir in Blatt 7 gezeigt, dass eine Projektion P : V. — W
existiert, so dass U = Ker(P) und P|y = idy. Wir zeigen nicht nur, dass
jede Linearform auf W eine Erweiterung auf V' besitzt, sondern wir konstruieren
sogar eine injektive lineare Abbildung ®p : W* — V*, so dass fiir jedes f € W*
das Bild ®p(f) : V — K eine Erweiterung von f auf V' ist. Hierfiir definieren
wir &p : W* — V* durch ®p(f) := f o P fir f € W*. Da die Verkniipfung
linearer Abbildungen linear ist, ist ®p» wohldefiniert, d.h. ®p(f) ist tatsdchlich

Siehe nichstes Blatt!



eine Linearform auf V. Die Linearitdat von ®p iiberpriift man wie iiblich: seien
f1, f € W*und A\ € K, dann ist fiir beliebige v € V'

Dp(fi+Af2)(v) =((fr + Af2) o P)(v)
=(fr + \f2)(P(v))
=fi(P(v)) + A f2(P(v))
=(fro P)(v) + A(f2 0 P)(v)
=@p(f1)(v) + APp(f2)(v)
Da v € V beliebig war, folgt ®p(f1 + \f2) = ®p(f1) + APp(f2) und somit ist
®p linear.

Fiir die Injektivitidt nehmen wir an, dass ®p(f1) = ®p(f2), d.h. firallev € V
gilt

fi(P(v)) = @p(f1)(v) = ©p(f2)(v) = f2(P(v))
und da Im(P) = W, folgt

Vw e W fi(w) = fa(w)

Also ist f1 = fo.

Wir zeigen nun, dass ®p( f) tatsichlich eine Erweiterung von f ist. Fiir f € W*
und w € W gilt

®p(f)(w) = f(P(w)) = f(w)  (wegen Ply = idw)

und somit ®p(f)|w = f wie gewiinscht. Die Tatsache, dass ®p eine injektive,
lineare Abbildung W* — V'* ist, zeigt, dass W* als Unterraum in V'* eingebettet
werden kann. Die Einbettung ist nicht kanonisch, da ®p von der Wahl von U
abhingt.

Beachten Sie die folgende alternative Argumentation:

e Falls W = V ist, dann ist nichts zu zeigen.

e Falls W ein echter Unterraum von V' ist und von {0} verschieden, dann be-
sitzt W eine Basis {v1,...,v,,} und jedes f € W* ist durch die Bilder
{f(v1),..., f(vy)} vollstindig bestimmt. Unter Verwendung von Steinitz
finden wir {v,,41,...,v,} C V so dass {vy,...,v,} eine Basis von V ist.
Definiere eine Abbildung F': V' — K durch lineare Erweiterung von

Flu,) f(v;) fallsl1<j<m
v;) =
! 0 sonst

Dannist F' € V* und F|y = f, d.h. F ist eine Erweiterung von f auf V.

Bitte wenden!



b)

e Falls W = {0}, dann ist W* = {0} und 0 € V* ist eine Erweiterung von
jedem f € W=,

Das eingangs gegebene Argument erlaubt es, die Fallunterscheidung zu unter-
lassen, da sie bereits in der Konstruktion des direkten Summanden U und der
Projektion P vorgenommen wurde.

Seien fi, fo € W+ und \ € K. Fiirw € W gilt

(fi + M) (w) = fi(w) + Afa(w) =0

Des Weiteren ist W # (), da 0 € W+, Folglich ist W+ ein Unterraum.
Fiir den Isomorphismus definieren wir eine Abbildung ® : W+ — (Vjy )",
f = ®(f) durch

O(f)(v+W):=flv) (veV)
Wir zeigen, dass dies eine wohldefinierte lineare und invertierbare Abbildung ist.

Sei f € Wt und seien v, v’ € V,sodassv + W =o'+ W, dannistv' = v +w
fiir ein w € W, folglich

W) =flo+w) = flv)+ f(w) = f(v)

da f € W+, Also ist die Abbildung ® wohldefiniert.
Nach Definition der Vektorraumstruktur auf V* ist fiir f;, f, € W+ und A € K

O(fr+ M)+ W) =(f1+ Af2)(v) = fi(v) + Afa(v)
=0(f1)(v+ W)+ A2(f2)(v + W)

=(2(f1) + A0(f2)) (v + W)

und folglich ist ® linear.

Wir zeigen, dass @ injektiv ist. Angenommen ®(f;) = ®(f;), dann ist fiir alle
veV

fi(v) = @(fi)(v+ W) = &(fa)(v + W) = fa(v)
und folglich f; = fs.

Wir zeigen, dass ® surjektiv ist. Sei ' € (VAy) und sei 7 : V. — Vjyy die
Quotientenabbildung 7(v) — v+ W (vgl. Serie 7). Danniist f := For: V — K
linear, und folglich f € V*. Da W C Ker(r), ist f € W. Seiv € V, dann ist

O(f)(v+ W) = f(v) = (Fom)(v) = Flv+ W)

und da v beliebig war, ist ®(f) = F und ® surjektiv.

Siehe nachstes Blatt!



¢) Wir definieren U : W — (V"/y/L)" durch
T(w)(f + W) = evy(f)

wobei ev,, : V* — K, f — f(w) wie in der Vorlesung. Wir zeigen, dass ¥
wohldefiniert ist. Seien £, f' € V* mit f + W+ = f'+ W+, dannist f' = f +h
mit b € W+ und folglich

vy (f') = evy(f +h) = evy(f) + evi(h) = evy(f)
=h(w)=0

Also ist ¥ wohldefiniert.

Es wurde in der Vorlesung gezeigt, dass die Abbildung w +— ev,, linear ist.
Folglich ist fiir wy, wy € W und X\ € K sowie fiir f € V*

\Ij(wl + )‘wQ)(f + WL) :evw1+/\w2<f) = €V, (f) + )\ve2 (f)
= (wn)(f + W) + AW (wo) (f + W)
=(W(wr) + A (w2)) (f + W)

und folglich ist ¥ linear.
Wir zeigen, dass U injektiv ist. Seien wy, we € W mit ¥(w,) = ¥(ws), dann ist
fiir beliebige f € V*

flwr) = eve, (f) = C(wi)(f + W) = U(wa)(f + W) = evi, (f) = f(ws)

Insbesondere ist ev,,, = ev,,,. Da die Abbildung V' — V**, v — ev, ein Isomor-
phismus und insbesondere injektiv ist, folgt wy = ws.

Um zu zeigen, dass W ein Isomorphismus ist, reicht es wegen der Dimensions-
formel und der bereits diskutierten Injektivitdt von ¥ zu zeigen, dass

dim (V*/y2)” = dim W

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass U = U™ fiir alle endlichdimensionalen
Vektorridume U. Somit folgt aus Teilaufgabe b), dass dim W+ = dim V —dim W
und folglich
dim (VA1) =dim Ve = dim V* — dim W
=dimV — (dimV —dim W) = dim W

wie gewiinscht.



