D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Serie 9:

Basiswechsel & Dualraum

1. Betrachten Sie die Ebene E C R? gegeben durch
E={(z,y,2) eER* |2+ 2=y}
a) Zeigen Sie, dass F ein Unterraum ist.
b) Zeigen Sie, dass das orthogonale Komplement
Et = {(z,y,2) eR® | V(a/,y/,?) € E a2’ +yy + 22/ =0}
ein nicht-trivialer Unterraum von R? ist und zeigen Sie £ ¢ E+ = R3.

¢) Sei Py : R? — R? die orthogonale Projektion auf E, d.h. P ist eine Projektion
mit Ker(Pg) = E+ und Im(Pg) = E. Finden Sie eine Basis B von R?, so dass

[Ppls =

O O =
O = O
o O O

d) Bestimmen Sie [Pgle,.

2. Im Folgenden betrachten wir den Vektorraum der Polynome P(R) sowie die Unter-
rdume R,[X] der Polynome von Grad hichstens d. Setzen Sie fiir die ganze Aufgabe
voraus, dass die Monome {z™ | n > 0} linear unabhingig sind.! Im Folgenden seien

pr(z) ;== 2" und q(x) = (z+ 1) (ke NU{0})

I'Sie konnen dies unter Verwendung von Proposition 3.17 (Wachstum von Polynomfunktionen und Ein-
deutigkeit der Koeffizienten) im Analysisskript beweisen.

Bitte wenden!



a) Sei By = (po, - .., pa)- Zeigen Sie, dass B, eine Basis von R;[X] ist.
b) Sei Cy = (qo,- - -, qa)- Zeigen Sie, dass C, eine Basis von R,[X] ist.
¢) Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen [idg, X]](IZSZ und [idg [ X]]?; fiir d = 2, 3.

d) Betrachten Sie die Ableitung D : R[X| — R[X]. Zeigen Sie, dass D linear ist
und dass die Restriktion D|g,(x] eine lineare Abbildung D : Ry[X] — Ry [X]
definiert.

e) Berechnen Sie die Darstellungsmatrizen [Ddgj sowie [D4]gj.

f) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix [Dd%i unter Verwendung von Basiswech-
selmatrizen.

g) Betrachten Sie

3 4 21
A - —1 2 6 0 c M3X4(R)
1 2 3 4

Sei T : R3[X] — Ry[X] die lineare Abbildung, so dass [T]gi = A. Bestimmen
Sie T'(p) fiir
p(z) =1-10z +2°

3. Sei V = R? und seien f1, fo, f3 € V* gegeben durch

fl(l’,y,Z):ZL’—2y, fQ(nyvz):x—i_y—i_Za fg(x,y,z):y—?)z

Zeigen Sie, dass C = (f1, f2, f3) eine geordnete Basis von V* ist und finden Sie eine
geordnete Basis B = (v, v9, v3) von V, so dass B* = C.

4. SeiT': V — W ein beliebiger Homomorphismus zwischen zwei endlichdimensiona-
len K-Vektorraumen. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) T ist injektiv.
“(b) Die duale Abbildung 7™ : W* — V* ist surjektiv.

(c) Das Nullelement von V' ist das einzige Element, das auf das Nullelement von W
abgebildet wird.

(d) Fiir jedes v € V'~ {0} existiert ein g € W* mit g(7'(v)) # 0.

5. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, sei W ein Unterraum.

Siehe nichstes Blatt!



a) Zeigen Sie, dass jede Linearform auf W eine Erweiterung auf V' besitzt.
b) Sei W+ :={f € V*| W C Ker(f)}. Zeigen Sie, dass W+ C V* ein Unterraum

ist und zeigen Sie .
(Vw) =

¢) Finden Sie einen kanonischen Isomorphismus

wt) =w

Bitte wenden!



6. Online Abgabe Serie 9:

1. Jede Basiswechselmatrix ist invertierbar.
(a) richtig

(b) falsch

2. Sei & := (ey, eq) die kanonische Basis von R? und sei C := ((32), (%)) eine
weitere geordnete Basis. Bestimmen Sie die Q := [idgz]g, .

_1
@ o=(1 %)
2 2
b)) Q=

(
o o=
o o

(

e Q=

Siehe nachstes Blatt!



3. Gegeben seien die folgenden geordneten Basen von Ry[X]:
B=(l,z,2%), C= (2 (z+1)7(z+2)%

Bestimmen Sie die Basiswechselmatrix @ := [idg,[x)]%.

01 4
@ Q=10 2 4
111
111
® Q=[(0 2 4
01 4
001
c Q=121
4 4 1
2 —4 4
@ =3|-1 4 -3
4 0 0
2 -3 4
e Q=1[-4 4 0
2 -1 0
2 —1 4
fH Q=31-4 4 0
4 =30

4. Priifung Sommer 2017: Sei T : V' — V* ein Isomorphismus und B eine endliche
geordnete Basis fiir V' so gilt T'(B) = B*

(a) richtig

(b) falsch

Bitte wenden!



5. Seien V, W endlichdimensional und V' isomorph zu W, so ist V* isomorph zu W*
(a) richtig
(b) falsch
6. Seien V, W Vektorrdume iiber K. Seien B = (vy,...,v,) und C geordnete Basen

von V bzw. W. Sei C* = (fi,..., f,n) die zu C duale Basis von W*. Dann ist fiir
beliebige 7" € Hom(V, W)

([T)5)i; = fi(T(v;)) (1<i<m,1<j<n)
(a) richtig

(b) falsch

7. Prfung Sommer 2017: Sei V = M,,,(R) und

tr: Mysn(R) = R; A tr(A) = ZA”

=1

die Spur. Dann ist tr € V™.
(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Vor Donnerstag, den 23. November 11:00 Uhr vor-
mittags im Raum HG J 68, in einem der Fécher beschriftet mit Abgabe.



