D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung Serie 12:

Determinanten (Teil 1)

1. 1. Seien A(l) = (Alla A12)9 Al(l) = (Alll, Allz), A(Q) = (A217 AQQ), Al(2) = (A,QI? A,22>
Zeilen in K? und ¢ € K. Dann gelten

det cAqy + A’(I)  det cAp + A cAp+ Al
A(Q) A21 A22

=(cAr + A}) Az — Ani(cArz + Al)
=cA11 Az — cAg1Ars + Al Ay — As Al

A Al
=cdet (1)) + det ( (1)>
(A(2> Ap)
Ay B Ay Ao
det (CA(z) + A/(2)) = def (CAQl + A/ﬂ CAQQ + A/22

=A1(cAs + Algg) — (cAg + AIQI)AIQ
=cA11 Ay — cAxAis + A11A/22 - A/21A12

A A
=cdet (1)> + det ( (1)>
(A<2> Ala)

det(l) =1-1-0-0=1
3. Sei A = (A;, Ay) eine Zeile in K, dann ist

A\ Ay A\ B
det (A) = det (Al AQ) = A1A2 — A1A2 =0

Zur Bemerkung stellen wir fest, dass wegen der Multilinearitdt und dem soeben
gezeigten gilt

Apn+ A
0 — det (A0 T A
¢ (Au) + A

2. Man berechnet

Bitte wenden!



2.

3.

a) Wir wissen aus Serie 6, Aufgabe 1, dass {(4'!), (4% )} genau dann eine Basis
von K2 ist, wenn Ay Ay — A5 Ao # 0, und da dim K? = 2, sind zwei Vektoren
genau dann linear unabhéngig, wenn Sie eine Basis bilden. Also sind die Zeilen
Aqy = (A1, Ai2) und Ag) = (A, Asz) genau dann linear unabhingig, wenn
fiir A = (41 422) gilt det(A) # 0.

A € Msyo(K) ist genau dann invertierbar, wenn die Spalten linear unabhéngig
sind, bzw. wenn dim Spaltenraum(A) = 2. Wegen

dim Spaltenraum(A) = dim Zeilenraum(A)

ist A also genau dann invertierbar, wenn die Zeilen von A linear unabhingig sind,
also wenn det(A) # 0.

In Aufgabe 3. beweisen wir die Formel

1 g 1 A —Ap
det(4) 70 = A7 = det(A)A ~det(A) \—An  An

b) Wir berechnen

1. det(A) = —5+12 = 7und det(B) = -8 — 0 = —8
2. det(C) = —5 + 12 = 7und det(D) = (35 + 14) — (—22 — 6i) = 36 + 4Li
3. det(F)=—-54+12=7=0 mod 7Tunddet(F)=36—-0=1 mod 7

wobei wir fiir die letzten beiden Matrizen verwendet haben, dass fiiralle a, b, ¢, d, n €
7 gilt

(@ mod n)(d modn)— (b modn)(c modn)=ad—bc modn

was in Serie 3 gezeigt wurde. Insbesondere sind alle Matrizen ausser F invertier-
bar.
1. Wir berechnen

A —A Ay A
AhA _ 22 12) ( 11 12)
(—A21 A11 A21 A22

Siehe nachstes Blatt!



4.

_ ( Agp Ay — A1gAn Ago Ay — A1aAg )
—Ao A+ AnAsy —AnAis + AnnAg

=(A11 A9 — A1pAs) 1, = det(A) L,
A A A —A
AAh — 11 12) ( 22 12)
(A21 AQQ —A21 All
— (A11A22 - A12A21 _A11A12 + A12A11)
A21A22 - A22A21 _A21A12 + A22A11
:(A11A22 — A12A21)IQ = det(A)[g

2. Wir berechnen

det(Ah) = A22A11 — <_A21)(_A12) = A11A22 — A21A12 = det(A)

. Al Al .
3. Sei AT = (A,“ AP), dann ist
21 22

Al —A A —A
TV _ 22 12| _ 22 21\ _ T
<A>—(_A/21 A,H)—(_Am AH)—(A)

wie gewlinscht.

4. “=": Sei det(A) = 0. Falls A = 0, dann ist nichts zu zeigen. Sei also A # 0
und insbesondere A% # 0. Wegen det(A) = 0 ist AA* = 0 und folglich
Ker(L,) # {0}, also ist A nicht invertierbar.

“<": Falls det(A) # 0, dann ist
(det(A)TANA =1,

und folglich ist A invertierbar.

5. Wir verwenden die resultierende Formel aus Teil 3.1:
)
B _% (zla —08> ’
(o )

D,1_36—41¢ Ti  —6 — 4i
T 9977 \3—4i 5—2 )’

JA 6 mod7 0 modT7
" \-3 mod7 6 mod?7

1. Da die Nullmatrix eine Zeile von der Form 0 - A(;) enthilt, wire unter der An-
nahme der Multilinearitit A = §(0) = 0§(0) = 0. Das ist absurd.

Bitte wenden!



2. Wir multiplizieren die Zeile A(;) von A mit 0 und erhalten A’ mit der gleichen
zweiten Zeile wie A. Wire § multilinear, dann wire

Agy = 6(A') = 06(A) =0

Das ist aber im Allgemeinen falsch, beispielsweise fiir A = I3.
3. Man iiberriift:

) A(Q) = (CAH + A,H)AnggQ
A
= cAj1 Aoz Ass + Al Aoz Aso
Aqy Al
=cd [ A | +0| Ap
As) A
An)
5 [ A + Ay | = An(cAss + Aly) Ass
Ag)
= cA11AxzAzs + A1 Abs Aso
A A
=cd A(g) + 4 AI(Q)
A A

Aq) -~ )
0 (A(2)CA(3) + A/(3)) B A11A23(CA32 * A32)

= CA11A23A32 + A11A23A32

Aq) Aq)
=cb | A | +0 | A
Ags) Al

4. Die Abbildung ist im Allgemeinen nicht multilinear. Sei beispielsweise K = R.
Angenommen die Abbildung wire multilinear, dann nehmen wir eine Matrix A
mit A;; = Az; = A3 = 1 und multiplizieren die dritte Zeile mit 2 und erhalten
so die Matrix A’. Fiir diese gilt

2 = 26(A) = 6(A') = Ay (2451)(2A33) = 441 Ay Ass = 46(A) = 4

Das ist absurd.

5. Die Abbildung ist im Allgemeinen nicht multilinear. Sei K = R und A = I3. Wir
multiplizieren die erste Zeile von A mit 2 um A’ zu erhalten. Wire ¢ multilinear,

dann wire
2 = 25(A) = 6(A') = (2411)2 A% A%, = 4

Das ist absurd.

Siehe nachstes Blatt!



5. Wir zeigen, dass die multilinearen Abbildungen einen Unterraum des Vektorraums
aller Abbildungen von M, ., (K) nach K bilden. Die 0-Abbildung ist sicherlich mul-
tilinear. Es bleibt also zu zeigen, dass fiir multilineare Abbildungen d;,d, und A € K
auch \d; + J, multilinear ist. Wir berechnen

A A An)

A A Aw)
A An Ay An)

=cA\oy | Agy | + A0 A,(i) +coy [ Aw | + 02 A/(i)

Ay Aw) Aw) An)
Aq) Aq)

=c(Ady +02) | Ay | + (Ad1 +62) A/(i)

Ay Ay
und folglich ist A\d; + - ebenfalls multilinear, wie gewiinscht.

Wir zeigen nun, dass auch die alternierenden multilinearen Abbildungen einen Un-
terraum bilden. Die Nullabbildung ist sicherlich alternierend. Es bleibt also nur, zu
zeigen, dass fiir alternierende multilineare 41, do und fiir A\ € K auch \d; + 9, alter-
nierend ist (die Multilinearitit wurde gerade erst bewiesen). Wir berechnen unter der
Annahme Ay = A4

Aq) Aq) Aq)
(A0 + 02) : = A\ : + 0y :
Aw) A Aw)
Aq) Aq)
A A
N I N I I
! At 2 Ay
C \Awm /. Aw) /-
-0 =0

und somit ist \d; + J, alternierend.

Bitte wenden!



6. Die Idee ist wie folgt: man bemerkt zuerst, dass eine Wahl zweier verschiedener Spal-
ten der Wahl einer Kopie von Msy5(K) in My, (K) entspricht. Die Restriktion einer
multilinearen Abbildung auf diese Kopie von My (K) definiert eine alternierende
multilineare Abbildung Ms.5(K) — K und wegen der Eindeutigkeit der Determi-
nanten ist diese Restriktion von der Form A det, fiir ein A\ € K. Andererseits ist die
2 x 2-Determinante definiert auf zwei Spalten — also gegeben durch ignorieren al-
ler ausser zwei Spalten — eine alternierende Bilinearform auf M., (K). Es gibt (})
Maoglichkeiten, zwei verschiedene Spalten zu wihlen und wir behaupten folglich, dass
die 2 x 2-Determinanten auf M, (K) gegeben durch ignorieren aller ausser zweier
Spalten eine Basis von Alt,(K) bilden.

Gegeben die Beobachtung von oben, definiere
0;
fir A S MQXH(K) durch 6j1,j2 (A) . A1j1A2j2 — Aglele. Dann ist 5'17]‘2 S Ath(K)

J
(Beachten Sie: Im Folgenden ist d;; das Kronecker-Delta und d;; ein Element in

Alty(K); ein weiterer Beleg fiir die enorme Wichtigkeit korrekter Interpunktion.) Wir
zeigen, dass diese Abbildungen linear unabhingig sind. Seien {A}, j, | 1 < j; < jo <

n}, so dass
0= E : >‘j17j2511,j2
1<j1<ge2<n

Betrachte die Matrix A € My, (K) mit A;; = 516, + 026 fir 1 < k <1 < n,
d.h. A enthdlt verteilt auf die beiden Spalten & und [ eine Kopie von I, und ist sonst
tiberall 0. Dann ist

0j1,ja(A) =Auj, Agjy — Azjy Avj,
=(0110j,k + 01205,1) (021051 + G220551)
- (5215j1k + 5225j1l)<5115j2k + 5125]‘21)

=0j,k0j51 — 05110jok = 05y k01

Moy (K) = K (1 <41 <ja<n)

1,J2

wobei wir fiir die letzte Gleichung die Annahmen j; < j, und k£ < [ kombiniert
haben. Somit ist 4, ;,(A) = 1 falls j; = k und j» = [ und 0 sonst. Also ist \;; = 0.
Es folgt die lineare Unabhingigkeit.

Es bleibt zu zeigen, dass sich jede Abbildung § € Alty(KK) als Summe der Elemente
012 L < j1 < ja < m schreiben lésst. Sei hierfiir £, = (eq,...,e,) die geordnete
Standardbasis. Dann ist

A S0 Avj €
S(A) =6 (1)) _ 5( %1_1 J1 ]1)
(4) (A@ PR LYNCA

Jo=1
n n
_ A A 5 €1
S 6 (O
71=152=1 — L

=:Ajy .42 (6)

Siehe nichstes Blatt!



= > Nn@AAg, + D N (A, Ay, (dad]; = 0)

1<i1<g2<n 1<je<g1<n
= > MNap@)AyAg, + ) N (6) Ay Agy,
1<j1<g2<n 1<ji<ga<n N
— 1,92
= E Ao (0) (Arjy Azjy — Avjy Agjy)
1<j1<je2<n
= Z )‘1173'2 (5>5j17j2 (A)
1<j1<g2<n

Da die Koeffizienten A}, ;,(9) durch ¢ vollstindig bestimmt sind, d.h. von A unabhin-
gig waren, folgt also
b= > N0,
1</1<j2<n

wie gewiinscht.

Da bekanntlich (g) genau die Anzahl Moglichkeiten ist, zwei verschiedene Spalten

einer Matrix A € My, (K) auszuwihlen, folgt dim Alt,y(K) = (}).



