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Losung Serie 14:

Eigenwerte und Eigenvektoren

1. Sei X eine Menge und f : M, «,(K) — X eine sogenannte Klassenfunktion, d.h.
VQ € GL(K)VA € M, (K) : f(QAQ™") = f(A).
Dann folgt insbesondere fiir beliebige A, B € M,,«,(K), dass
A und B sind dhnlich = f(A) = f(B).

Beispiele von Klassenfunktionen sind die Spur und die Determinante.

1. Esgilttr(4;) =1+4—2=3und tr(42) = —4 + 1 + 5 = 2. Folglich sind A,
und A, nicht dhnlich tiber C.

2. B; = I3 hatdie Eigenschaft, dass fiiralle Q € Gl3(C) gilt QB,1Q ™' = QLQ ™! =
QQ~! = I5. Also ist By nur zu sich selber und insbesondere nicht zu B, dhnlich
tiber C.

3. det(C}) = 1 und det(Cy) = 20. Folglich sind C; und C; nicht dhnlich iiber R.

4. Man erkennt, dass D, mittels Spalten- und Zeilenvertauschung aus D; entsteht,
also Dy = (94) Dy (91).Da (9}) € Gly(Q) und wegen (9 1)* = I, sind D,
und D, also &dhlich iiber Q.

2. Wir haben
chars-1(X) =det(A™" — X1,,) = det (XA™")(X 'L, — A))

8 . _ (=X 1
:det(A) det( X', — A) = det(A)CharA(X )

Bemerkung: Wir werden sehen, dass fir A € Gl,,(K) alle Eigenwerte von null ver-
schieden sind. Es ist folglich X ein Eigenwert von A genau dann, wenn X ! ein
Eigenwert von A~! ist.

Bitte wenden!



3. Das charakteristische Polynom von D ist

4.

charp(X) = det(D — XI,) = (a — X)(d — X) — bc = X? — tr(D)X + det(D).

Die Frage lautet also, wann besitzt charp(X) genau ein, zwei verschiedene oder keine
reelle Nullstelle. Wir wissen, dass fiir die Diskriminante A := tr(D)? — 4 det(D) gilt:

A = 0 < charp(X) hat genau eine reelle Nullstelle
A > 0 < charp(X) hat zwei verschiedene reelle Nullstellen
A < 0 < charp(X) hat keine reelle Nullstelle

beziehungsweise
1
Ztr(D)Q = det(D) < charp(X) hat genau eine reelle Nullstelle
1
Ztr(D)Q > det(D) < charp(X) hat zwei verschiedene reelle Nullstellen

1
Ztr(D)2 < det(D) < charp(X) hat keine reelle Nullstelle

a) Wir wissen, dass A, genau dann invertierbar ist, wenn det(A,) # 0. Zur Berech-
nung entwickeln wir zweimal nach der letzten Spalte und finden

1 «

a 0
det(A,) = det 1 0] =det ( ) =(1+a)(l—-a)
0 1 a 1

O Q0

Folglich ist A, genau dann invertierbar, wenn o & {£1}.
b) Wir entwickeln wieder zweimal nach der letzten Spalte und erhalten

1-X «Q 0
det(Ay — X1y) =(1 — X) det a 1-X 0
0 « 1-X

—(1— X)?det (1 _aX . f‘X)
=X -1’X-(1+a)(X-(01-0a)

Folglich sind die Eigenwerte von A, gegeben durch die Menge {1, 1+, 1 —a},
wobei 1 mit zweifacher Vielfachheit und 1+a, 1 —« je mit einfacher Vielfachheit
auftauchen. (Falls o = 0, taucht 1 mit vierfacher Vielfachheit auf.)

¢) Das Produkt der Eigenwerte ist mit Vielfachheiten gegeben ducrh

1-1-(1+a)- (1 —a)=det(A,).

Siehe nichstes Blatt!



S.

a) Tv= XM <= (T —\idy)(v) =0 <= v € Ker(T — Aidy ). Insbesondere ist
E\(T) also ein Unterraum.

b) “C”: Sei w € [E\(T)]s und sei v € V der eindeutig bestimmte Vektor, sodass
w = [v]p ist. Es gilt

Lig)s(w) = [Tlgw = [T]s[vls = [T'(v)]s = [M]s = A[vls = Aw.

Alsoist w € E)\([T]p). Da w beliebig war, folgt [E\(T)]z C Ex([T]5).

“D>”: Seiw € E\([T]s) und sei v € V der eindeutig bestimmte Vektor, sodass
w = [v]p ist. Es gilt

[Tv|g = [T]s[v]s = [T]sw = Lijz,w = Aw = A[v]g = [Av]g,

und da [-]z : V — K% injektiv ist, folgt daraus Tv = Av und somit ist
w € [E\(T)]s. Daw beliebig war, folgt E,([T]5) C [Ex(T)]s-

a) Esist (Ly — Mgn»)(0) = 0, so dass W, # (. Seien vy,v, € W), und seien
r1,72 € NU {0}, sodass (Ls — Mgn)" (v;) = 0. Sei A € K beliebig. Dann gilt

(L = Mo )70y + Av2) =(La = M) "#72(0) + MLa = Micn )7 (1)
=(La — M) (La = M) (1)

(. /
~~
=0

+ A(La — Mgn)™ (La — Mgn)"™(v2)

(.

=0
=(La— Mgn)™(0) + (La — Mgn)™(0) =0
Also ist vy + Avy € W,
Bemerkung: Anstatt r; + 7o hitten wir als Exponenten auch max{r;, v} wihlen
konnen. Dann wire allerdings eine Fallunterscheidung notwendig gewesen.
b) Da A und A\],, kommutieren, gilt der Binomialsatz, i.e.

T T

(A=A =Y (1:) UGS VAESS (;) (=) k Ak,

k=0 k=0

(Der Beweis ist genau derselbe, wie der Beweis fiir C im Analysisskript.) Mittels
Induktion zeigt man, dass A* und B fiir alle ¥ € N U {0} kommutieren. Fiir
k = 0 ist dies klar. Sei also BA* = A* B gegeben, dann ist BA*™! = (BA)A* =
A(BAF) = A(A*B) = A*"! B und somit folgt die Behauptung.

Seinun v € W) und sei r € NU {0}, so dass (L4 — AMg»)"(v) = 0. Dann ist

(La — AMgn)"(Lpv) =La-1,)(Lpv) = (L(a-r1,) © Lp)(v)

Bitte wenden!



=Ly, (1) -xrrar © LB)W) = Lisy (1) xyr-vary5(0)
:LZZ:O (Z)(i)\)r—kBAk (U) = LB(Z;:O (;)(7)\)r—kAk)(U>
=(Lp o Lia—x,y)(v) = Lp((La — Mg»)"(v)) =0,

was zeigt, dass Lg(v) € Wy. Dav € W), beliebig war, folgt Lg(W,) C W, wie
gewlinscht.



