D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2017
Dr. Meike Akveld

Losung Serie 15:

Ferienserie
1. a) Setze
1 1 3
2 2 6
A=12 3 8| e Ms(Q
-1 1 1
3 1 5

und sei 7 = (21, 29, v3)7 € Q3 beliebig, dann ist T'(z) = L4(z). Da z beliebig
war ist 7" linear.

b) Wir erinnern uns, dass fiir /' € GL5(Q) gilt Ker(L4) = Ker(Lr4) und wenden
also elementare Zeilenumformungen auf A an:

1 1 3 101
Zo—22, 10 0 0 00O
A2 1o 1 2| 2% o 1 2
298 10 2 4 |23 o 0 0
0 —2 —4 000

Da der Rang unter elementaren Zeilenumformungen invariant ist, sehen wir, dass
Rang(A) = 2 gilt und folglich

nullity(7) = dim Q* — Rang(T') = 3 — Rang(L,) = 3 — Rang(4) = 1

Jeder Vektor (1, x2, x3)T im Kern erfiillt gemiss der ersten Zeile der reduzierten
Matrix x; + 3 = 0 und gemadss der zweiten Zeile x5 + 223 = 0. Dies trifft bei-
spielsweise auf den Vektor v := (1,2, —1)T zu und folglich ist {v = (1,2, —1)T}
eine Basis von Kern(7"). Wir iiberpriifen — dies ist eigentlich bereits bewiesen,

Bitte wenden!



wir kontrollieren also nur auf Rechenfehler — zur Sicherheit noch, ob v tatsdch-
lich in Kern(7) liegt:

1 1 3 0
2 26| /1 0
Twy=|2 38||2]=]|o0
—1 1 1] \-1 0
3 15 0

¢) Da Rang(A) = 2 und da Im(7") das Erzeugnis der Spalten von A ist, reicht es,
zwei linear unabhéngige Spalten von A zu finden. Man beachte, dass eine Menge
{u,v} genau dann linear abhingig ist, wenn u = \v fiir ein A € K. Folglich ist
{AM) AP} eine Basis von Im (7).

d) Wir wissen, dass

498 = (1115)" = (IS 118 1e))" = (o)) AT (LslS,)"

Die Basiswechselmatrizen von einer Basis zur Standardbasis sind die Matrizen
mit den entsprechenden Basisvektoren als Spalten. Entsprechend ist

101
Il =[1 1 0
01 1
1 1. 00 0
1 =100 0
g =0 0 10 0
00 01 1
00 01 —1
2 2 00 0
|2 200 0
;»[1@5155:([1(@5]55)‘:Z 0 0 40 0
00 02 2
00 02 —2
und folglich
2 2 00 0
LY 10y /122 —13\[2-200 0
T8 =10 1 1|1t 23 1 1]]l0 0 40 0
\to1/\36s8 1 5/ [0 0 02 2
00 02 —2
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2. a) Wirverwenden U + W C V = dim(U + W) < dim V und erhalten

dim(U N W) =dim U + dim W — dim(U + W)

2dimU+dimW—dimV>g+g—n:O

und folglich ist dim(U N W) > 1, also U N W # {0}.
b) Wir wissen

dim ((U + W)/W) =dim(U + W) — dim W
=dimU + dim W — dim(U N W) — dim W
=dim U — dim(U N W) = dim (U/(U N W)

[a¥)

und da alle involvierten Vektorrdume endliche Dimension haben, ist (U+W) /TV =
U/(UNW).

¢) Seip: V — V/W die Projektion v — v + W. Wir wissen, dass diese Abbil-
dung ein Homomorphismus ist. Folglich ist /' := p~'(E) C V ein Unterraum
(siehe unten), und wegen 0 € F gilt W = Ker(p) C p~'(FE). Es gilt sicher
p(p~'(E)) C E, und es bleibt somit zu zeigen, dass p(p~'(E)) = E. Seiz € E,
dann ist v = v 4+ W fiir ein v € V und somit x = p(v) fiir ein v € V. Per
definitionem ist v € p~!(FE) und also x € p(p~'(F)). Da x beliebig war, folgt
E C p(p~*(F)) und somit ist p(F) = E wie gewiinscht.

Behauptung: Seien X,Y Vektorrdume iiber einem Korper K, sei Z C Y ein
Unterraum und sei 7' € Hom(X,Y'). Dann ist 7' (Z) C X ein Unterraum.

Beweis der Behauptung: Wegen 0 € Z ist Ker(T) € T—*(Z) und insbesondere
0T YZ),alsoist T~1(Z) # (. Seien vy, vy € T7H(Z) und X € K, dann ist

T(Ul + )\’Ug) = T(Ul) + )\T(Ug) € Z,

da Z ein Unterraum ist, und folglich ist v; + A\vy € T7(Z) und T~ (Z) also ein
Unterraum. O

d) Es gilt

dim ((V/W)/(U/W)) =dim(V/W) — dim(U/W)
=dimV —dimW — dim U + dim W
=dimV — dimU = dim(V/U)

und da alle involvierten Vektorrdume von endlicher Dimension sind, folgt (V/W)/(U/W) =
V/U.
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3.

a) Im Folgenden seien ® und ¥ wie in der Aufgabenstellung. Wir bemerken, dass
Jo' = —Jound JI = —Jy. Es gilt

(W) Jo(@V) = U (dT Jy@) ¥ = U Jy ¥ = J,
Falls ¥ invertierbar ist, dann ist auch U7 invertierbar und
I = Jy = Jo = (U)o = (v HT Jyu!

und folglich ist ¥~! € Symp(R?"). Tatséchlich ist Symp(R?**) C GLo,(R),
denn es gilt
VN = Jy = =S Jo¥ = Iy,

Insbesondere ist ¥ ~1 = —.Jy W’ J,. Daraus folgern wir, dass 7 € Symp(R?"),
denn wegen dem vorigen Reultat ist

Jo =(UHTJoU ™t = (= Jo U )" Jo (= Jo W Jp)
=JIUIL JoJoUT Ty = (—Jo) ¥ (—Jo) (=)W Ty
= — JoUJoUT

= (VT JouT =0 Jo 0T = JyJo(—Jo) = Jo

und folglich ¥7" € Symp(R?").

b) Es ist klar, dass I, € Symp(R*"), und folglich besitzt die Menge Symp(R*")
ein neutrales ELement. Wir haben in Teilaufgabe (a) gezeigt, dass die Menge un-
ter Matrixmultiplikation abgeschlossen ist. Die Assoziativitit der Verkniipfung
folgt aus der Assoziativitit der Matrixmultiplikation auf Ms,, 2, (R). Jedes Ele-
ment in Symp(R?") besitzt nach Teilaufgabe (a) ein inverses Element (ndmlich
das inverse Element beziiglich Matrixmultiplikation). Folglich ist Symp(R?") ei-
ne Gruppe.

¢) Wir haben in Teilaufgabe (a) eine Formel fiir ® ! angegeben; daraus folgt

0 garq, (0 =1\ (AT CT\ (0 -I
=Ny = (I o )\5B" o)1 o
(=BT -D™\ (0 -1\  (-D" BT
N AT ot I o) ct  —AT
DT _BT
(e )
Insbesondere ist eine 2 x 2-Matrix ® = (2%) € GLy(R) genau dann symplek-

tisch, wenn @' = (. ") und da im allgemeinen &~ = —L— (4 ), istdies
genau dann der Fall, wenn det(®) = ad — be = 1.

" ad—bc \ —¢
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d) Wir wissen, dass det(®~!') = det(®)~!. Andererseits ist @~ = —J;®7 J, und
folglich

det(®71) =(—1)*"det(Jy®" Jy) = det(Jy)* det(dT)
=det(—1Iy,) det(®) = (—1)*" det(®) = det(P)

Also gilt insbesondete det(®)~! = det(®) und folglich det(®) € {+1}.

a) Diese Matrix lisst sich ohne Anwendung von Permutationen zerlegen und man
findet mit elementaren Zeilenoperationen

1 0 0 O 1 2 -1 3
31 0 O 0 -9 8 =8
M = 2 29 29
Lg Loploo g -9
23 5 1/\00 0 =3/
) —R

b) Wegen Teilaufgabe (a) ist det(M) = det(L) det(R) = 87 und also ist M inver-
tierbar. Folglich ist £y,—o = Ker(Ly,) = {0}.

a) Betrachten Sie die Standardbasis (eq, e3) von R?, dann ist —%ez € span{ey, e},

aber ¢; — 3e; und e; — e, = 3e; sind linear unabhiingig. Die Aussage ist also
falsch.

b) Sei W Unterraum von V' mit der geordneten Basis B = (vy, vq, v3), also insbe-
sondere W = span{vy, vs,v3}. Sei T' € End(W) die eindeutige lineare Abbil-
dung, fiir die gilt 7'(vy) = vy — vy, T'(v9) = vy — vz und T'(v3) = vy + v3. Dann
ist die Darstellungsmatrix von 7" gegeben durch

1 0 1
Tlr=-1 1 0
0o -1 1
Und insbesondere ist

10 0 1
-1 1’_(_1)*’—1 1‘_2

{v1 — va,v9 — v3,v; + v3} ist per definitionem genau dann linear unabhingig,
wenn {T'(v1),T(vs), T(v3)} linear unabhéngig ist, also genau dann, wenn [T']5
vollen Rang besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn [T']; invertierbar ist und
also genau dann, wenn 2 € K*, bzw. wenn 2 # 0 gilt in K.

det(T) = 1%
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6. Wir addieren das 1000-fache der ersten, das 100-fache der zweiten sowie das 10-fache
der dritten Spalte zur vierten Spalte und erhalten

2014212 0 1 2014 201 m
det(a) = |1 4 84 _ZNwZ |14 8 18| o |14 8
13 7 1 0| zir10zs |3 7 1 3710 37 1 ns
6 99 6 6 9 9 6996 6 9 9 ng
fiir ni,Ng, N3, Ny € 7z
7. a) Es gilt W(z;) = (1), also ist V(z1) = 1, und W(zq,25) = (%), also ist
V(Il,l’g) = T9 — I71.
b) Wir subtrahieren die erste Zeile von allen anderen Zeilen in W (xy, ..., z,) und

erhalten die Matrix aus der Aufgabenstellung. Diese Operation ldsst die Deter-
minante unverdndert und also folgt die Behauptung.

¢) Wir verwenden Teilaufgabe (b) sowie Entwicklung nach der ersten Spalte und

erhalten
To — X1 :1:;‘_1 — ] !
V(xla 7xn) =
Tp—xy - a— 2] !
1 pi(z1, 22) Pr—2(T1,%2)| »
=|: : : [ ==
L pi(w1,2,) Pr—2(21, 7)| 772
|1 xapo(z, w2) Topn—3(T1,%2)| »
Sj—x1 S . . .
= : : H Tj — 1)
7j=2,...,n—1
1 mnPO(-rlaxn) xnpnf?)(xlaxn) =2
Sj—a] %S,
j=3,i,n71
1 a9 e I
Sn—1—x1Sn—2 . . .
= S : H | — 1)
1 z, A
n
:V 1‘2, H - 371
Jj=2
wobei wir
!
pilr,y) =) ay =y ¢ Zx’“ TE =y apa(e,y) =2+ ypa(n,y)

k=0
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mit po(z,y) = 1 verwendet haben.

d) Dies folgt per Induktion. Fiir den Fall n = 1 stimmt die Aussage gemiss Teilauf-
gabe (a). Angenommen die Aussage gilt fiir n € N Variablen. Aus Teilaufabe (c)
folgt also

V(:(:l, S ,:rn+1) ZV(CL’Q, e 79371—}-1) H (xj - Il)

2<j<n+1
= H (xj — ;) H (j — 1)
2<i<j<n+1 2<j<n+1
= H (xj — @)
1<i<j<n+1
und also folgt die Behauptung.
e) Seip(x) = ZZ:O apx®. Wir wihlen o, ..., 74 € Q paarweise verschieden, dann

ist nach Voraussetzung p(r;) € Q fiir alle 0 < ¢ < d. Insbesondere ist nach
Teilaufgabe (d) W (ro, ...,74) € GL411(Q) und also

p(To) ao
W(T(]a cee 7Td)_l = € @d+l
p(Td) aq

8. Um zu zeigen, dass es sich bei den gegebenen Vektoren um Basen handelt, miissen
wir zeigen, dass der von ihnen erzeugte Unterraum volle Dimension hat bzw. dazu
dquivalent, dass die Matrizen A, B € M,4(Q) mit AY) = v; und BY) = w; (1 <
j < 4) vollen Rang haben.

Gauss Elimination liefert

1 2 3 4
2 3 4 1
A=13 41 9

4 1 2 3

1 2 3 4
Zj__>jzl 0 —1 —2 -7
2<j<4 |0 -2 -8 —10

0 -7 —-10 -13

1 2 3 4
Zﬂg 0o -1 -2 -7
za—-12 10 0 —4 4

0 0 4 36
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1 2 3 4
Zy+7Z3 0 _]. _2 _7
o 0o -4 4
0 0 0 40
1 2 3 4
2 3 4 3
B=13 4 3 9
4 3 21
1 2 3 4
Zj—_>jZ1 0 _1 _2 _5
2<j<4 |0 -2 —6 —10
0 -5 —10 -15
1 2 3 4
Z:ﬁ)ZQ 0 -1 -2 -5
Zi—52, 10 0 =2 0
0 0 0 10

Folglich gilt Rang(A) = Rang(B) = 4 und also sind {v1, va, v3, v4} sowie {wy, wa, w3, w4}
Basen von Q*.

Wir berechnen nun die Basiswechselmatrix. Sei [v;]e = (q1;, 425, 435, q45)" » dann ist
nach Definition der Matrixmultiplikation und von [v;]¢

Lplvjle =q1;BY + q2;B® + q3;B®) + q4; BY
=(q1;W1 + Q2 W2 + q3;W3 + qu;Wq = V;
Die Matrix [[g4]§ erfiillt also die Gleichung B[Ig«|§ = A, bzw. [[gs]§ = B'A.

Man sieht dies auch, indem man realisiert, dass A = [Ig4]5 und B = [Ig4]Z*, also
insbesondere

[g4]5 = [Ig o Igalg = [Igalé, g5 = ([Iga]e*) 'l = B 1A

Wir berechnen also B~ !:

1 23 4[1 0 0 0
2 3430100
(B[ 1) = 343 2/0010
432 1/00 01
1 2 3 4 11 000
Zizi| 0 =1 =2 =5 |-2 100
2<;<4 0O -2 -6 —-10/—-3 0 1 O
0 -5 —10 —15|—-4 0 0 1
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9.

1 2 3 4 1 0O 0 0
zs—272, 1 0 -1 -2 —-5]—-2 1 0 O
za—52,1 0 0 =2 0 1 -2 1 0
0 0 0O 10| 6 =501
(12341 0 0 0
Szlo12s5 2 -1 0 0
loo1tol-1y2 1 —12 0
000135 —1/2 0 1/10
123 0[-75 2 0 -2/
Za—574 012 0 -1 3/2 0 —1/2
sazm | 000 1 0/-1/2 1 -1/2 0
000135 -1/2 0 1/10
120 0|1/10 -1 3/2 —-2/5
Z2z, | 001 000 0 —1/2 1 —1/2
zn-3z1 0 01 0]-1/2 1 —=1/2 0
000 1|35 —1/2 0 1/10
1000|1/10 0 —1/2 3/5
n-22| 0100 0 -—-1/2 1 —1/2
0010[-1/2 1 -1/2 0
000 1|35 —1/2 0 1/10
Also ist
1 0 -5 6\ /1 23 4 1 —6/5 1 6/5
[I ]C_i 0O -5 10 -5 23 41| 10 2 -2 0
B9l -5 10 =5 o341 2] o o 2 -2
6 5 0 1/)\41 23 0 —1/5 0 11/5

a) Die erweiterte Koeffizientenmatrix zum gegebenen Gleichungssystem Az = b

1st
1 a d®lu

(Alb)y=| a 1 a®|v

a

a? 1 |w

Fiir u = v = w = 2 bemerken wir zuerst entweder durch Inspektion (sprich ge-
naues hinsehen) oder durch explizite Rangberechnung die folgenden zwei Spezi-
alfille:

“a = 1”’: In diesem Falle ist

(A]b) =

—_ =
—_ =
—_ =
DN DN DO
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und also 1 = Rang(A) = Rang(A | b). Man iiberpriift, dass (1,0, 1)7 eine
Losung des Systems Ax = b ist und dass (1, —1,0)7 und (1,0, —1)7 linear
unabhingige Losungen des zugehorigen homogenen Systems Az = 0 sind.
Da nullity(L4) = 3 — Rang(A) = 2, folgt also

1 1 1
L= O)+¢t | =1+t 0 tthER
1 0 —1

= —1”: In diesem Falle ist

1 -1 1]2 1 -1 1]2

(Alby=| -1 1 1]2 |25 0 0 2|4

1 -1 1(2/%272\0 000
(1 -tz /1 -1 0o
2210 o012 |20 o0 1]2
0 0 0|0 0 0 0|0

Folglich ist Rang(A) = Rang(A | b) = 2. Man iiberpriift, dass (0,0,2)” eine
Losung des Systems Az = bund dass (1,1,0)7 eine Losung des zugehorlgen
homogenen Systems Az = 0 ist. Wegen nullity(L 4) = 3 — Rang(A) ist also

0 1
L= O] +¢|1
2 0

Falls a ¢ {%1}, dann hat die Koeffizientenmatrix A vollen Rang und ist somit
invertierbar, d.h. Ax = b hat genau eine Losung. Hierfiir berechnen wir A~!
mittels Zeilenumformungen. Man beachte, dass das Polynom a? + a + 1 keine

reellen Nullstellen besitzt, und deswegen o := j;fﬁ € R wohldefiniert ist (in
Abhingigkeit von a).
1 a a*[1 0 0
(A|lL)=| a 1 a*{0 1 0
a> a 110 0 1
1 a a? 1 00
0 1-a® a*(1-a)| —a 10
B\ 0 a(l—a?) 1—a* |—a® 0 1
2
1z, 1 a caz2 1a : 0
01 = T & 0
EZPN0 a 1+a* | —7% 0 1fa2
1 a? 1 0
Zz—aZ: a? a 1
3 2 0 1 IE , 1—a2 1—a2 (1)
0 1+a 0 T 1-a? 1-a?
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b)

a? 1 0 0

1 a
aZ a? a
=01 % -t% = O (%)
00 1T 0" S e
1 0 1 aa® _ _aad?
Z2— 1(3% Zs 0 Cll 0 a 1 +1a_—i?o21a3 104_11(122
Zlf—a;ZS TIm@? 0—ad)(+a) (=a?)(+a)
0 01 0 — T
1+a a+ta?—aa® aa’®
100 (1—a?)(1+a)  (1-a2)(14a) (1—a2)g+a)
Z1—aZz 01 0= a+a? 1+at+aa® _ aa
) G-y ()
001 0 T (1=a2®)(1+a) (1—a?)(1+a)

und folglich ist in diesem Fall die Lésungsmenge gegeben durch £ = {A~1b},
wobei

) l4a w@i®—a—a®> —ad® 2
A7 = T —a—a®> l+a+aa® —ad® 2
(1-a*)(1+a) 0 —aa —aa® a4+ aa 2
(1—a?)(14a) 1
14+a+a?
_ 2 -df)lita) | _ 2
(I—a*)(I4a) | (5 1+a+a?
1+a+a?

Bemerkung: Die Rechnung wurde bis am Schluss durchgefiihrt, weil sich so
im allgemeinen Fall die Losung bestimmen lésst. In diesem Fall wire es bes-
ser, wenn man in (%) erkennt, dass A vollen Rang besitzt und somit invertierbar
ist, um dann das Gleichungssystem nochmls anzuschauen und zu erkennen, dass

ﬁ(l, 1,1)T eine Losung und somit die eindeutige Losung ist.

Wenn man den Spezialfall « = —1 in Teilaufgabe (a) betrachtet, sieht man, dass
firu = v = —w = 2 die erweiterte Matrix (A | b) Rang 3 besitzt, also ist
2 = Rang(A) # Rang(A | b) = 3 und somit hat das Gleichungssystem Az = b
keine Losung.

10. Sei V' ein Vektorraum und sei 7' : {0} — V linear. Dann gilt 7°(0) = 0 und somit
existiert genau eine lineare Abbildung 7" : {0} — V. Sei hingegen S : V' — {0} eine
lineare Abbildung, dann gilt S(v) = 0 fiir alle v € V' und somit existiert genau eine
Abbildung S : V' — {0}. Im Folgenden werden wir diese Abbildungen nicht weiter
spezifizieren.

a)

Wir haben in Serie 6 gezeigt, dass ein Unterraum W C V' existiert, sodass die
Restriktion der kanonischen Projektion p : V' — V/U auf W ein Isomorphismus
W =2 V/Uistund V = U & W gilt. Gegeben v € V sei v = vy + vy die
eindeutige Zerlegung von v mit Summanden vy € U und vy € W. Definiere
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b)

¥:V — U V/U durch 9(v) = (vy,p(v)). Wir wissen bereits aus der Diskus-
sion direkter Summen, dass die Abbildungen v — vy und v — vy linear sind.
Insbesondere ist also ¢ linear. Wir zeigen, dass ¢ bijektiv ist. Sei v € Ker(¥),
dann ist vy = 0 und p(v) = 0, insbesondere also v € Ker(p) = U und somit
v = vy. Es folgt v = 0. Wegen der Formel fiir die Dimension von Quotienten-
rdumen wissen wir

dim(UaV/U) = dim(U)+dim(V/U) = dim(U )+dim(V)—dim(U) = dim(V)
und somit ist ¥} ein Isomorphismus, da injektiv.
Falls die Sequenz exakt ist, dann gilt wegen Exaktheit von

{0} —U—"V,

dass Ker(yp) = {0} ist. Wegen Exaktheit von

V—¢>W—>{0}

und der eingangs erwihnten Tatsache, dass die einzige lineare Abbildung W —
{0} die Nullabbildung ist, folgt Im(¢)) = Ker(0 : W — {0}) = W und somit
die Sujektivitdt von 1. Die Exaktheit von

Uy Yew
gilt per definitonem.
Sei nun also

Uy _Yow

exakt und seien ¢ injektiv und ¢ surjektiv. Dann gilt Ker(¢) = {0} und somit ist
nach der eingangs gemachten Bemerkung

{0} — UV

exakt. Da Ker(0 : W — {0}) = W = Im(¢) wegen der Surjektivitit von ¢ gilt,
ist auch

VYW —— {0}
exakt. Zusammen mit der Exaktheit von
U2V oW
folgt die Exaktheit von
{0} —U -2V oW —— {0}
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¢) Seii : U — V die natiirliche Inklusion und sei p : V' — V/U die kanonische
Projektion. Wir wissen aus Serie 6, dass Ker(p) = U = Im(¢) gilt. Somit ist die
Sequenz

U—>v-—-v/U

exakt. Die Inklusion ¢ ist injektiv, somit ist Ker(i) = {0} und infolgedessen die
Sequenz

{0} —U—>V

exakt. Schliesslich ist p surjektiv nach Konstruktion, und folglich ist Im(p) =
V/W, und insbesondere also die Sequenz

V—L-v/U {0}

exakt. Alle drei zusammen liefern die Exaktheit von

{0} U—-V—-v/U—{0}.

Seiiy : V — V & W die Inklusion iy (v) = (v,0) und sei my : VW — W
die Koordinatenprojektion 7y, (v, w) = w. Wir behaupten, dass
(0} —V—LVaeW™ W —{0}
eine exakte Sequenz ist. Wir iiberpriifen zuerst, dass
V—YVew™.w
exakt ist. Sei (v, w) € Ker(my ), dann ist 0 = 7y (v, w) = w. Somit ist
Ker(mw) € {(v,0) | v € V} = Im(iy).

Andererseits ist my (v,0) = 0 fiir alle v € V und somit Im(iy ) C Ker(my ).

Es bleibt zu zeigen, dass 7y injektiv und 7y, surjektiv ist. Seien v,v" € V und
iy (v) = iy (v'). Nach Definition des direkten Produkts V' x W ist das genau
dann der Fall, wenn die Koordinaten von iy (v) und iy (v") identisch sind. Per
definitionem ist aber iy (v) = (v,0) und iy (v") = (v/,0) und somit v = v’. Also
ist 7y, injektiv. Fiir die Surjektivitit von 7y verwenden sei w € W beliebig. Dann
ist (0,w) € V @& W und es gilt w = my (0, w). Somit folgt die Surjektivitit von
W .

d) Gegeben sei eine kurze exakte Sequenz

{0} U—2-Vv w {0}
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endlichdimensionaler Vektorraume.

Wiihle einen beliebigen direkten Summanden W C V von Im(y), d.h. V =
Im(p) & W. Wir erinnern daran, dass fiir jedes v € V eindeutig bestimmte
v, € Im(yp) und v, € W existieren, sodass v = v, + v, gilt. Da ¢ injektiv
ist, existiert genau ein v € U, sodass v, = ¢(u), und somit existieren also
eindeutige u, € U und v,, sodass v = ¢(u,) + v.. Definiere 9 : V. — U @& W
durch ¥(v) = (uy,¥(ve)) = (uy, 1 (v)). Wir behaupten, dass diese Abbildung
die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

1 ist linear: Seien v,v" € V und A € K. Dann wissen wir bereits aus der Dis-
kussion direkter Summen, dass
(v+ M)y = v, + A,
und es gilt ¢(u, + Ay ) = @(uy) + Ap(uy) = vy + A0, = (V+ A0'),. Somit ist
Uy re = Uy + Auv/-

Insbesondere folgt also

19(?]+)\1)'):(uv+)\uv,w U—i—)\v ):( +)\Uv,¢ )+>\1/1(v’))
= (tto, ¥(0)) + A, ¥(2)) = D(v) + AI().

¥ ist injektiv: Sei ¥(v) = 0. Dann ist u, = 0 und ¥ (v) = 0. Aus der Exaktheit
folgt v € Im(y) und somit also v = v, = ¢(u,) = 0.

¥ ist surjektiv: Sei (u,w) € U @& W. Wir wissen aufgrund der Exaktheit der
Sequenz, dass ein v € V existiert, sodass ¢ (v) = w ist. Sei v = v, + v..
Definiere v' = ¢(u) + v.. Dann ist v — v' = v, — p(u) € Im(y) und somit
(v) = (v'). Andererseis ist nach Konstruktion u,, = u und somit ¥(v") =
(u, w). Insbesondere ist ) also surjektiv.

Bemerkung: Man kann unter Verwendung des Auswahlaxioms auch ohne An-
nahme endlicher Dimension zeigen, dass jeder Unterraum einen direkten Sum-
manden besitzt. Der Beweis konstruiert also auch im falle unendlicher Dimension
einen Isomorphismus V' = U @ W. Alternativ kann man fiir endlichdimensionale
Vektorraume auch die Dimensionsformel sowie Injektivitdt von ¢ und Surjekti-
vitdt vony verwenden. Auf diese Weise folgt

dim(V') = nullity(¢)) + Rang(¢) = Rang(¢) + Rang(¢))
= dim(U) + dim(W) = dim(U & W)

und die Isomorphie folgt aus der Injektivitit.

Es bleibt zu zeigen, dass das Diagramm kommutiert. Sei v € U. Es folgt aus
der Definition und aus ¢ o ¢ = 0

(00 @) (u) = (tpw), (Vo @) (w)) = (,0) =iy (u) = (iy o idy) (u),
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und somit kommutiert

U—2 v
294

Fiir das verbliebene Quadrat sei v € V/, dann ist
(w0 D) (v) = 7w (y, ¥ (v)) = ¥ (v) = (idw 0 9)(v)

und somit kommutiert auch

v—Y ow

| e

USW e W

und der Beweis ist vollstandig.

11. “="": Wir zeigen die Kontraposition: Sei 7" nicht surjektiv, dann ist Im(7") ein echter
Unterraum von W und somit (W/Im(7T))* ein Vektorraum positiver Dimension.
Andererseits wissen wir aus Serie 6, dass (W/Im(T))* = Im(7)* und somit
finden wir ein nicht-triviales f € W*, sodass f |Im(T) = 0. Sei v € V, dann gilt
(T*f)(v) = f(Tv) = 0 und da v € V beliebig war, folgt somit 7* f = 0. Nach
Voraussetzung war f # 0 und somit ist 7™ nicht injektiv.

“<": Angenommen 7 ist surjektiv. Sei f € Ker(T"). Wir wollen zeigen, dass f(w) =
0 fiir alle w € W gilt. Sei also w € W beliebig. Da T surjektiv ist, existiert ein
v € V, sodass T'v = w ist. Nach Voraussetzung gilt

f(w) = f(Tv) = (T"f)(v) = 0

und da w beliebig war, folgt f = 0. Somit ist 7™ injektiv.

12. a) Im Folgenden sei A, := 2™~ . Definieren Sie die Matrix F € Myy ~(C) durch

1 . =
Ai—l _ 1 627”‘“ Dk (1<k j<N)

VN VN

Sei (z1,...,2n)7 € CV, dannist Fz € My (C) und

Frj =

N N N-1
1 - 1 }
(FZ)kl = E fijj = — E )\?g Zj = — E )\iZj_H = DFT(Z)k
= VN o v N =

Insbesondere ist DFT = L, somit linear und [DFT]ZY = F.

Bitte wenden!



b)

c)

Zur Losung dieser Teilaufgabe haben Sie mehrere Moglichkeiten. Beispielsweise
wissen Sie aus der Analysis (Serie 11, Aufgabe 2), dass die Menge {\; | 1 <
k < N} genau die Menge der Nullstellen des Polynoms X* — 1 ist, und dass
letzteres genau /N verschiedene Nullstellen besitzt. Insbesondere ist also

0£ [ — det(F)
1<k<I<N
wobei wir hier Aufgabe 6 aus Serie 12 verwendet haben.
Wenn man die entsprechende Aufgabe nicht gelost hat, geht man wie folgt vor:

Sei f = Z;VIAJ 'e;, wobei {¢; | 1 < j < N} C (CN)* die Koordinaten-

funktionen bezughch der Standardbasis {ey, ..., ey} sind, d.h. ¢;(e;) = d;;. Wir
zeigen, dass gilt NY_ Ker(f,) = {0} und folghch wegen DFT(2), = fu(z) —
auch

Ker(DFT) = Ni_, Ker(f;,) = {0}

Hierfiir zeigen wir, dass fiiralle 1 < k£ < N ein 2(k) € CN existiert, so dass
W) =06k #1

Setze (2); = A\, 7, dann ist

N N

fi(z®)) = Z NTIAT = Z p2mi Gk

J=1 J=1 ]=1

27r7, N

Mz

Falls k = [, dann ist also f;(z2¥)) = N % 0. Sei k # [, dann ist ¢2"'~ + 1 und
also

N-1 k—l\ N .
el (627” ~ ) -1 €2m(k—l) -1
k=1 =) =0
e™ N —1 e N —1

Eine dritte Moglichkeit wire, direkt die Inverse von DFT anzugeben und somit
Teilaufgabe (b) und (c) auf einmal zu I6sen.

Am einfachsten ist es, die Inverse (wie im wesentlichen oben getan) zu erraten.
Wir behaupten, dass Lr o Ly = Icx. Wir berechnen

N
_%Z‘Fkr ] Z}_Tk}_w
fv v
27rzu

1
N
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1SN vk |1 fallsj=4k
:N ; (62mw)j - {O sonstl7
Alsoist 7' F = Iy und folglich
Lar oDFT =LoroLy= Lo, =Ly, = Icv,
also DFT ™! = L.

d) Man berechnet fir 1 < £ < N:

1 ik 1 ik
DFT(z * y)k :\/_N N (2 kY) 41 = N Z >N A1+1Yj+1-1
N

= 214162 N "Ny, = DFT(2) - DFT(y)

wobei wir im letzten Schritt die Periodizitit von 2™ y;j+1 verwendet haben,
insbesondere die Folgerung, dass

N-1 (it1) N-1
) 2 : o UEDE 2 : omi Lk
VieZ: e N Yjp141 = e NYin
j=0 7=0

13. a) Wir berechnen (Ag");;. Wir wissen, dass

n

(Ag”)ij = > (Ag)in(Ag)ks

k=1
Angenommen r > 2 und
n r—2
(A= > (A (A, [ [(ADkik.
Eiyeokip_1=1 =1

Dann ist

n

(Ag™ )i = (Ag"ik(Ag);

k=1

Bitte wenden!



b)

c)

n

r—2
= Y (A9 (Ag)k,x(Ag)k; [ [ (A9,
=1

ookt 1
n r—1
= ) (A9 (Ak,s [ [ (A ke
kpeookr I=1
Nun ist
—2
(Ag)ik, (Ag)k,_1j H Ag)kikisa
_ )1 falls (Ag)i, = (Ag)kkyy, = (Ag)k, i =1
0 sonst
Alsoist (Ag)ik, (Ag)k, i [ 11—, (Ag)klk“rl = 1 genau dann, wenn (i, ky, ..., k.1, )

ein Weg in G der Lédnge 7 von ¢ nach 7 ist und O sonst.

Somit ist (Ag");; = m genau dann, wenn es genau m Wege der Liange r in G von
i nach j gibt und die allgemeinere Aquivalenz folgt sofort.

Wir sagen i € V ist dominant, falls (Ag+ Ag?);; > 0 fiir alle von i verschiedenen
j €i.Seii € V beliebig und sei j € V mit (Ag + Ag?);; = 0. Wir behaupten,
dass jedes durch ¢ dominierte Element durch ;7 dominiert ist. Angenommen %
dominiert £ und j dominiert k nicht, dannist A;; = 1und A;; = 0, also Ay; =1
und folglich

(Ag+ Ag®)yy = Ay + > AgAy; > Ag Ay =1

=1
im Widerspruch zur Annahme.

Im Folgenden sei d(i) := {j € V | i dominiert j}. Sei ig € V beliebig. Falls
(Ag + Ag?)i,; > O fiir alle von iy verschiedenen j € V, dann sind wir fertig.
Andernfalls existiert ein 7, € V mit (Ag + Ag?)si, = 0.

Seien nun i, ...,4, € V mit (Ag + Ag?)si,, = 0fir 0 < [ < r. Wegen
(Ag + Ag?)isir,, = 0 ist insbesondere A;,, ;, = 1 und somit ist d(;) < d(i41).
Also ist < d(i,). Falls 4, dominant ist, sind wir fertig. Andernfalls existiert
iry1 € V mit (Ag + Ag®)ii,, = Oundes gilt r +1 < d(i,4;). Da d(i) <
|V| — 1, ist dies nur endlich viele Male moglich, d.h. die Konstruktion bricht
irgendwann ab. Es existiert also ein 7* so dass (Ag + Ag? )i,.; > 0 fiir alle von
1.+ verschiedenene j € V.

“=": Sei i in einer Clique C' C V/, dann existieren von ¢ verschiedene j, k € C
und per Definition gelten (i, j) € E, (j, k) € F und (k,i) € E sowie (j,1) €

Siehe nachstes Blatt!



E,(k,j) € Eund (i, k) € E, also

n

0<1=1(Cq)ij(Ce)ik(Ci < Y (Cq)it,(Co)raks(Co)rni = (Cg”)is

k1, ko=1

“: Sei (Cg?);; > 0, dann existieren (wegen (Cg); = 0) von i verschiedene
J # k€ Vmit(Cg)ij(Cg)ik(Cg)r = 1. Sei C* := {i, j, k}. Per Definition
gilt

(,9), (5,9), (0, k), (K, 2), (4, k), (k,j) € E

Eine Teilmenge D C V sei vollstdandig, falls fiir paarweise verschiedene
i1,i9 € D gelten (i1,i3) € E und (iz,i;) € FE. Insbesondere ist C* voll-
standig.

Wir zeigen, dass jede vollstindige Teilmenge D C V' mit mindestens drei
Elementen in einer Clique enthalten ist, woraus die Behauptung folgt. Hier-
fiir reicht es zu zeigen, dass jede vollstindige Teilmenge D C V in einer
beziiglich Inklusion maximalen vollstindigen Teilmenge enthalten ist. Sei D
vollstidndig. Definiere Dy := D. Angenommen 7 > 0 und gegeben eine auf-
steigende Folge Dy C --- C D, C V so dass fiir alle 0 < [ < r die Menge
D, vollstiandig ist und | Dy 41 \ D;| = 1 wann immer [ < r. Falls D, = V, dann
ist D, vollstindig und maximal und wir sind fertig. Andernfalls ist V' \ D,
nicht leer. Falls fiir alle £k € V' \ D, ein ¢ € D, existiert mit (i, k) ¢ E oder
(k,i) ¢ E, dann ist jede echte Obermenge von D, nicht vollstindig und so-
mit ist D, eine maximale vollstindige Teilmenge von V. Andernfalls finden
wir k € V \ D,, sodass D,.; = D, U {k} vollstindig ist. Da V' endlich
ist, existiert ein * > 0, so dass entweder D,» = V oder jede echte Ober-
menge von D, ist nicht vollstindig. Da D, per Konstruktion vollstindig ist
und Dy € D,«, ist D, eine maximale vollstindige Teilmenge von V', die Dy
enthilt.



