D-MATH Lineare Algebra I/11 HS 2017/FS 2018
Dr. Meike Akveld

Losung 17:

Satz von Cayley-Hamilton & spezielle
Endomorphismen

1. a) e Esistklar, dass 7(0) = 0 € {0} und folglich ist 77{0} C {0}, also ist {0}
ein T’-invarianter Unterraum.

e Per definitionem gilt fiir v € V, dass T'(v) € V, und folglich ist 7'(V) C V
und also V ein T-invarianter Unterraum.

e Seiv € Im(7T), dann ist per definitionem v € V und also 7'(v) € Im(7'), also
ist 7'(Im(7")) C Im(7T'). Folglich ist Im(7") ein T-invarianter Unterraum.

e Sei v € Ker(7T), dann ist T'(v) = 0 in jedem Unterraum von V' enthalten,
also insbesondere in Ker (7). Das zeigt T'(Ker(T')) C Ker(T'). Folglich ist
Ker(T') ein T-invarianter Unterraum.

e Sei A € K beliebig und Ey := {v € V | T'(v) = v} (wir verallgemeinern
die Aussage also leicht: Falls A kein Eigenwert von 7' ist, dann gilt einfach
Ey\ = {0}). Seiv € E), dann ist 7'(v) = Av und also

T(T(0)) = T(\) = M'(v),
sprich T'(v) € E,. Also ist T(E),) C E, und somit F) ein T-invarianter

Unterraum.

b) Da Ausdriicke mit zu vielen Klammern schnell unleserlich werden, schreiben
wir hier hdufig T'v fiir das Bild eines Vektors v unter einer linearen Abbildung 7',
sprich es ist Tv := T'(v).

“=": Sei W C V ein S-invarianter Unterraum und sei w € ®(W). Seiv € W
mit w = ®(v). Dann ist
T(w) = T(Pv) = (®SP~ 1) (Pv) = & S(v) € D(W)
w
€

und da w beliebig war, folgt 7(®(W)) C &(W) und somit ist (W) ein
T-invarianter Unterraum von V.
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“=": Sei W C V ein Unterraum, sodass ¢ (W) ein T-invarianter Unterraum
ist. Sei v € W beliebig. Dann ist

S(v) = SO~ (Pv) = 1T (Dv).

Da ®(W) ein T-invarianter Unterraum ist, existiert ein w € W, sodass gilt
T(®Pv) = dw. Es folgt

Sw)=d (Pw)=we W

und folglich ist W ein S-invarianter Unterraum.

2. Wir wissen dank Cayley-Hamilton, dass A" € span(I,, A, ..., A"!). Fiir den Be-

3.

weis der Aussage machen wir eine Induktion nach £ € N, d.h. wir zeigen mittels
Induktion fiir alle £ € N, dass gilt

Ta(k) :=span(l,, A, ..., A") C span(l,, A, ..., A"").

Daraus folgt, dass | J, .y Ta(k) = span(l,,, A, A%, ...) C span(l,, A, ..., A"') (iiber-
zeugen Sie sich, dass die Definition der linearen Hiille impliziert, dass die Gleichheit
gilt und fragen Sie nach, wenn dies unklar ist).

Sei k > n, sodass A* € span(I,, A, ..., A") ist. Wir zeigen nun, dass daraus
folgt, dass A**!in span([,, A, ..., A"~ ') enthalten ist. Gegeben seien Koeffizienten
(10,...7Cln_1,b0,...,bn_1 € K mit

n—1

n—1
AP =3 "aAlund A" =D " p A ()
=0

1=0
dann ist auch

n

-1 n n—1 n—1
) DU SURVII SR P
=0 =1 =0 =1

[y

= (@p—1b; + azq)Al + an—1bol,,
=1

und somit ist A¥*! € span([,,,..., A"1).

a) “=": Angenommen 7 ist nilpotent mit 7% = 0 fiir ein £ € N. Sei \ ein beliebi-
ger Eigenwert von 7', d.h. per definitionem: es existiert v € V' '\ {0}, sodass
T(v) = Av. Dann ist \*v = T%(v) = 0 und wegen v # 0 also A = 0.
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4.

b)

a)

“«<=": Angenommen 0 ist der einzige Eigenwert von 7" in C. Da iiber C jedes Po-
lynom in Linearfaktoren zerfillt, ist chary(X) = (—1)"X™. Nach dem Satz
von Cayley-Hamilton ist 7" = (—1)"chary(7") = 0 und 7" somit nilpotent.

Fiir beliebige A € M, (K) gilt Ae; = Y"1 | Aye; bzw. La(e;) = AW Wenn
nun A eine obere Dreieckmatrix mit Eintrag 0 auf der Diagonalen ist, dann ist
AW ¢ span({e; | 1 < i < I}). Angenommen wir wissen, dass L% (K") C
span({e; | 1 <i <mn —k})firein 0 < k < n.Dann ist

LEPN(K™) CLa(span({e; | 1 < i <n —k})) = span({AW | 1 <i <n—k})
Cspan({e; | 1 <i<n—(k+1)}).

Wir wissen aus dem Fall & = 0, dass LY (K") C span(&,), dass die Induktions-
voraussetzung wahr ist und somit folgt nach Induktion, dass

L% (K™) Cspan({e; | 1 <i<n—n})=span(f) = {0}

und folglich ist L7} = 0.

Alternativ dazu verwendet man im wesentlichen dasselbe Argument um zu zei-
gen, dass A™ = 0 ist, woraus dann ebenfalls 1"y = L~ = 0 folgt.

Wir haben in der Vorlesung gezeigt, das fiir beliebige von 0 verschiedene v € V'
gilt: Sei k& € N minimal mit 7%(v) = 0, dann ist die Menge {T"(v) | 0 < I < k}
linear unabhingig und enthilt £ Elemente. Da jede linear unabhingige Teilmenge
von V' wegen dim(V) = n < oo maximal n paarweise verschiedene Elemente
enthilt, ist also ¥ < n. Da T nilpotent ist, existiert zu jedem v € V \ {0} ein
k € N mit T%(v) = 0 und beides kombiniert impliziert also, dass 7" (v) = 0 fiir
alle v € V (da sicherlich 7'(0) = 0).

Beachte: Wir haben in der Vorlesung nicht gezeigt, dass T% = 0 gilt, da k von
v abhidngen konnte. Angenommen 7'(v) # 0, dann liefert das Argument aus
der Vorlesung angewandt auf den Startvektor ' := T'(v) ein minimales k£ mit
T*(v") = 0, fiir welches gilt T*(v) # 0. Ein explizites Beispiel ist gegeben durch

L 4 mit
01
A= (0 O).

In diesem Falle gilt 7'(e5) = e; und T'(e;) = 0. Das k zum Vektor e; ist also
gleich 1, aber das £ zum Vektor e5 ist gleich 2.

“=": Angenommen ay = 0, dann ist das charakteristische Polynom von der
Form char4(X) = X¢(X). Also hat L4 den Eigenwert 0 € K und folglich
existiert ein Eigenvektor v € K"\ {0}, sodass L 4(v) = 0-v = 0. Insbesondere
ist L 4 nicht injektiv, somit nicht invertierbar und also ist A nicht invertierbar.
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“«<": Angenommen a, # 0, dann ist nach dem Satz von Cayley-Hamilton

1

I, = — a—((—l)”A” +a, 1 A"+ agA)
0
1
=— —A((-)"A" "+ a1 AV ).
ap

Folglich hat A eine Rechtsinverse und ist somit invertierbar.

b) Dies folgt aus dem Argument in Teilaufgabe a), da jede Rechtsinverse eine In-
verse und die Inverse eindeutig ist.

¢) Wir berechnen das charakteristische Polynom einer 2 x 2-Matrix A = (25):

chars(X) =(a — X)(d — X) — be
=X?— (a+d)X +ad — bc
=X? — tr(A)X + det(A).
Bemerkung: Diese Formel gilt allgemein in dem Sinne, als fiir A € M,,,,(K) der

konstante term des charakteristischen Polynoms gleich der Determinanten von A
und der Koeffizient von X"~ ! gleich (—1)""!tr(A) ist.

Fiir die Inverse einer 2 x 2-Matrix A gilt nach der Formel aus Teil a) also

1

At =~
det(A)

(A —tr(A)L).

5. a) Die n-ten Einheitswurzeln sind die Nullstellen von X™ — 1. Wir wissen aus der
Analysis, dass dieses Polynom hochstens n Nullstellen in C besitzt. Zudem wis-

sen wir, dass die komplexen Zahlen e fir0 < k< n paarweise verschieden
) -k . kel
sind, denn e*™'n = 2™ gilt genau dann, wenn e*™ = = 1, was, nach dem was

in der Analysis gezeigt wurde, genau dann gilt, wenn n|k — [ und letzteres ist fiir
0 < k,l < n genau dann der Fall, wenn k£ = [.

Es gilt
(GQWi%)n — 1= e27ril<: —1=0

und somit sind dies genau die maximal n paarweise verschiedenen Nullstel-
len von X™ — 1 in C. Es bleibt zu zeigen, dass die Menge dieser Nullstellen
eine Gruppe beziiglich komplexer Multiplikation ist. Tatsédchlich ist die 1 als
Nullstelle in i, enthalten und ein neutrales Element fiir die Nullstelle. Seien
0 < k,l < n,dann gilt:

(627ri%e27ri%)n — 1= (eZWi%)n(GZWi%)n —1= 0’

sodass i, abgeschlossen ist unter komplexer Multiplikation. Des Weiteren wis-

. ko ik ok o N
sen wir, dass 1 = e*™ne ?™n und (e 2™ )" = ¢ 2™F = 1, 5o dass fiir w € pu,
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b)

auch die Inverse beziiglich komplexer Multiplikation w™! = @ in y,, liegt. Da die

komplexe Multiplikation assoziativ ist, ist y,, eine Gruppe.

Aus der oben gegebenen expliziten Beschreibung von p,, folgt sofort, dass fiir
wy = e gilt g, = {wk | k € Z}. Im Folgenden schreiben wir w;, := w fiir
ke Z.

Angenommen dim(V') = n und sei zur Motivation des Arguments vorausgesetzt,
dass T' diagonalisierbar ist — was zu zeigen ist —, dann existieren Ay,..., A\, € C
und eine Basis BB von V/, sodass

Aus TV = idy folgt
. N N
I, = [idy]g = [T"]s = ([T]s)" =

Also wiren die Eigenwerte von 7" allesamt enthalten in py. Diese Einsicht und
die Beweismethode im Falle einer Involution verwenden wir nun, um V' als direk-
te Summe von Eigenrdumen von 7’ zu schreiben, was nach dem in der Vorlesung
gezeigten impliziert, dass 7" diagonalisierbar ist.

Fiir k € Z sei By == {v € V | T(v) = wyv}, wobei w; := e~ und wy, := wh

wie oben. Wir behaupten, dass V' = @kN;j £}, und nach besagtem Theorem

wiren wir dann fertig. Wir wissen bereits, dass die Summe Zév:_ol FE), eine direkte
Summe ist. Somit brauchen wir nur zu zeigen, dass sich ein beliebiges v € V" als
Summe von Elementen in £} schreiben ldsst. Gegeben v € V' definiere

Vg =0+ wiT(v) + - —i—wN LpN= Yv) = Zw,lng(v)
Zuerst bemerken wir, dass

N-1
Uk) — § w]lng+1 — wk § wl+1Tl+1 . wk E Wle
=0

da w) = 1 und TV (v) nach Voraussetzung. Insbesondere ist also v, € En_.
Andererseits gilt
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b)

¢)

denn fiir [ = 0 ist Zk o Wi = N und andernfalls gilt unter Verwendung der
Formel fiir geometrische Summen und der Tatsache, dass w; € uy

=2
=

N
—1
lk:wl =0.

wl—l

L _
wy, = w
0

b
Il

0

=
Il

Insbesondere istalso v = >3 ' ~v, € S| By = Yoy By und da v beliebig

war, folgt die Behauptung.

Sei A = p(e) € Gly(C), dann ist nach Voraussetzung

A= p(e) = ple)ple) = A”.

Insbesondere ist also Iy = A™'A = A1 A% = A.
Sei A = ¢(g) und B = ¢(g '), dann gilt

Iy = p(e) = p(g97") = v(9)p(g™") = AB
und folglich ist B = A~L.

Seien a,b € FY mit a ~ b, dann ist a®> = b* bzw. 1 = a*(b*)™" = (ab™')?
Insbesondere ist also ab~! eine Nullstelle des Polynoms X2 — 1 (mit den beiden
Nullstellen +1) und somit ist a = =£b. Da p ungerade ist, gilt fiir alle a € F,
dass a # —a. Andernfalls wire 0 = a+ (—a) = 2a, aber da 2 und p koprim sind,
ist 2 € F und somit 2a € F; fiir alle a € F;. Das ist absurd. Also folgta ~ b
genau dann, wenn b = +a und somit ist fiir jedes a € F,; die Aquivalenzklasse
o1 (a?) = [a] = {a, —a} eine Menge mit genau zwei Elementen.

Man berechnet nun

Fr=¢p ' ()= || ¢ ')

zesq(Fy)
und folglich
Fy= Y l¢7' (@)= 2lsa(F;).
:L‘Esq(]F;f)
Es folgt:
Fyl_p-1
Hr €F, [JacF) 2= a’}| = sq(F,)| = 2” =

Es ist klar, dass I, € U N N, so dass das neutrale Element in beiden enthalten
ist. Man berechnet ($¢) ($%) = (§**) € Uund (19)(19) = () € N.
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Daraus folgt einerseits, dass U und N unter Matrixmultiplikation abgeschlossen
sind, und dass (}2)"" = (1 7*) sowie (19)7" = (1, 9). Also sind U und N
auch abgeschlossen unter Inversion und somit sind U und N versehen mit der
Matrixmultiplikation Gruppen. Aus der Rechnung folgt ebenfalls, dass U und N
zyklisch sind mit Erzeugern (§ 1) bzw. (19).

Sei g = (2%).Dadet(g) # 0, wissen wir, dass a # 0 oder ¢ # 0. Beachte, dass
(19)(2%) = (4% puq)- Es reicht also, die Behauptung unter der Annahme
¢ # 0 zu zeigen. Da ¢ # 0, existiert ein ¢t € IF;, sodass a + tc = 1, und somit ist

(6D

Nun folgt wegen 1 = d — (b + td)c, dass

10\ (1 b+td\ (1 b+td \ (1 b+td
c 1J\0 1 S \ce ceb+td)+1)  \c¢ d

Also gilt unter Verwendung von (}1)™" = (} 7t), dass

a b\ (1 —t\ (1 0\ (1 b+td
c d)  \0 1 c 1/ \0 1
und wegen I, € N haben wir also gezeigt, dass (2 %) = nausniuy mituy, us € U

und ny, ny € N. Falls ¢ = 0, dann wissen wir, dass (}9) (2 %) = nausniu; mit
uy,us € Uund ny,ny € N. Da N eine Gruppe ist, ist also

a b\ (10 - _
- a) =11 NoUaM1UT = N3UN1UT,

fiirein ny € N.

d) Wir haben in der Berechnung in c) gesehen, dass fiir £ € Z und k die Aquiva-
lenzklasse von £ mod p gilt

(0 3) ()

(Dies verlangt streng genommen einen Induktionsbeweis: Fiir £ = 1 ist die Aus-
sage sicherlich wahr und der Induktionsschritt folgt aus der Berechnung mit
a = kund b = 1.) Das analoge resultat gilt fiir (19), was es uns erlaubt,
fir a € F, die Matrizen ({1)" und (19)" zu definieren, indem wir a im Ex-
ponenten einfach mit einem Reprisentanten von a in Z identifizieren. Da sich
zwel verschiedene Reprisentanten nur um ein Vielfaches von p unterscheiden
und da (§1)? = (19)" = I, gilt, ist die resultierende Matrix unabhingig von
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der Wahl des Reprisentanten von a. Ahnlich definieren wir w? fiir a € F)" und
WweE py = {e%% | k € Z}.

Im Folgenden seien v := (1) und n := (}9). Falls p(u) = ¢(n) = Iy, dann
gelten

o (5 §) =t = ptwr =1y
o (5 1) =t = ptwr =1y

fir alle « € I, und folglichist o ( ¢) = ¢ (L 9) = I fiir alle a € F, und somit
 trivial, wegen a) und c).

Wir haben in der vorangehenden Aufgabe gezeigt, dass ¢(u) und ¢(n) beide
diagonalisierbar sind iiber C. Wenn beide nur Eigenwert 1 hitten, dann wiren
beide dhnlich zur Identitit, und somit p(u) = ¢(n) = Iy — da die Menge der zu
I dhnlichen Matrizen nur /y enthilt —, was wiederum impliziert, dass ¢ trivial
ist, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Sei also g € {u,n}, so dass ¢(g) einen nicht-trivalen Eigenwert besitzt. Sei
w eine nicht-triviale Einheitswurzel, so dass w ein Eigenwert von ¢(g) ist. Wir
berechnen fiir v wie im Hinweis:

aua=(y 7)
oo =g 1) = o 1)-

Wenn also v € CV ein Eigenvektor von ¢(g) zum Eigenwert w, dann ist also

2

pla " ga)v = (g™ v = @(g)" v =w"v

und folglich .
() (p(a)v) = w" p(a)v.

Es folgt, dass ¢(g) einen Eigenvektor zu w® besitzt fiir jedesa € F.Dagl = I,
folgt w? = 1 und folglich w € p,. Daraus folgt fir k& € Z, dass w*® = 1 genau
dann, wenn p | k. Somit ist w® = w" genau dann, wenn a2 = b2, so dass wir
mindestens Anzahl der Quadrate in 7 Eigenvektoren von ¢(u) zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten erhalten. Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten linear unabhingig sind, folgt N > ’%1 aus Teilaufgabe b).



