D-MATH Lineare Algebra I/11 HS 2017/FS 2018
Dr. Meike Akveld

Serie 17:;

Satz von Cayley-Hamilton & spezielle
Endomorphismen

1. Sei V ein K-Vektorraum.

a) Sei T € End(V). Zeigen Sie, dass die folgenden alles T-invariante Unterrdume
von V' sind:
{0}, V, Im(T"), Ker(T), Ej,

wobei im letzten Beispiel A ein Eigenwert von 7" sei.

b) Seien S,7 € End(V), ® € Aut(V) = {¥ € End(V) | V is invertible} und
nehmen Sie an, es gelte ' = ®Sd~!. Zeigen Sie, dass ein Unterraum W C V
genau dann S-invariant ist, wenn ®(11) ein T-invarianter Unterraum ist.

2. Sei A € M, (K). Zeigen Sie, dass dim (span(1,, A, A%, ...)) < n gilt.

3. Ya) Sei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum. Sei 7' € End(V). Beweisen Sie,
dass 7' genau dann nilpotent ist, wenn 0 der einzige Eigenwert von 7" in C ist.

b) Sei A € M,,«,(K) eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintriagen alle 0. Dann
ist die Abbildung L 4 nilpotent.

“¢) Sei V ein K-Vektorraum, sei n = dim(V) < oo und sei 7' € End (V) nilpotent.
Dannist 7" = 0.

4. Sei A € M,,«,(K) und sei

chary (X) = (=1)"X" + a, 1 X" 7" + -+ + ap.

Bitte wenden!



a) Zeigen Sie, dass A genau dann invertierbar ist, wenn aqy # 0.
b) Zeigen Sie, dass fiir invertierbare A € M,,,,(K) gilt:

Al = (—ai) (—1)"A" '+ ap A" 2+ +ady)
0

¢) Berechnen Sie unter Verwendung der obigen Formel A~! fiir eine Matrix A €
Gl (K). Was konnen Sie iiber die Koeffizienten sagen?

5. a) Zeigen Sie, dass die Menge p,, C C der n-ten Einheitswurzeln, d.h.
pn ={2€C| 2" =1},

eine Gruppe der Ordnung |u,,| = n ist. Zeigen Sie zudem, dass p,, zyklisch ist,
d.h. finden Sie einen Erzeuger w € p,, sodass p,, = {w"* | k € Z}.

b) Sei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum und sei 7' € End (V). Wir sagen,
dass T endliche Ordnung hat, falls ein N € N existiert, sodass TV = idy . Zeigen
Sie, dass jeder solche Endomorphismus diagonalisierbar ist.

Hinweis: Verwenden Sie wie im Beweis fiir Involutionen den Erzeuger von pn
um zu zeigen, dass jeder Endomorphismus endlicher Ordnung diagonalisierbar
ist.

*6. Sei (G eine Gruppe. Eine Abbildung ¢ : G — Glx(C) heisst Darstellung von G,
wenn fiir alle g, h € G gilt p(gh) = ¢(g)¢(h).! Die Darstellung heisst trivial, falls

¢(G) = In.

Im Folgenden sei IF,, der Kérper mit p Elementen, wobei p eine ungerade Primzahl ist.
Wir betrachten die Gruppe G C Msyo(F,) der 2 x 2-Matrizen mit Eintridgen in F,
und mit Determinante gleich 1.

a) Zeigen Sie, dass fiir jede Darstellung gilt:

ple) =Ivund p(g') = 0(g)™" (9€q).

b) Betrachten Sie die Abbildung sq : F — [ gegeben durch sq(a) = a® und
definieren Sie auf der Menge FX = F, \ {0} die Aquivalenzrelation a ~ b

'Eine Darstellung ist ein Spezialfall eines sogenannten Gruppenhomomorphismus, womit wir — dhnlich
wie bei Vektorrdaumen — eine Abbildung zwischen zwei Gruppen bezeichnen, die die algebraische Struktur
erhilt.

Siehe nichstes Blatt!



c)

d)

falls gilt sq(a) = sq(b). Beweisen Sie, dass jede Aquivalenzklasse genau zwei
Elemente enthilt und folgern Sie, dass die Anzahl der Quadrate

{beFy|[JaecF*:b=ad"}
in " genau p%l betrigt.

Wir schreiben

U::{(é ‘1‘) aEIFp} undN::{(Cll g’) aEFp}.

Zeigen Sie, dass U und N zyklische Gruppen sind, und dass jedes g € G als
Produkt der Form

g = NaU2n1Uy

mit uy,us € U und ny,ny € N geschrieben werden kann.

Sei ¢ : G — Gly(C) eine nicht-triviale Darstellung von G. Zeigen Sie, dass
N > ’%1 ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Elemente ¢ (1) und ¢ (1Y) und beweisen Sie,

dass eines dieser beiden Elementen einen nicht-trivialen Eigenwert besitzt. Sei

u=(§1)oderu = (19)undsei = (o, 9) fiir ein a € F*. Berechnen Sie
—1

a tua.

Bitte wenden!



7. Online-Abgabe

1. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei 7' € End(V'). Dann exi-
stiert ein Polynom p von Grad dim V' und mit Koeffizienten in K, sodass p(7") die
Nullabbildung ist.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

2. Jedes Polynom mit Leitkoeffizient (—1)" ist charakteristisches Polynom eines Ope-
rators.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

3. Betrachte die lineare Abbildung auf R? gegeben durch A = (g -3 ) Was sind die
invarianten Unterrdume von L 4?

() R undspan {(9))}
(b) R?und {0}
(©) R? {0} und span{(])}

(d) R2?

4. Sei A eine n x n Matrix mit char4(X) = X% — X — 1, dann ist

(a) A~!existiert nicht.

(b) A~!existiert aber kann nicht aus diesen Angaben hergeleitet werden.
(c) A'=A+1,.

d A't=A-1I,.

Siehe nichstes Blatt!



5. Betrachte die Abbildung 7' : R? — R3 (z,y,2) — (0,2,y). So ist T + idgs eine
Nullstelle des Polynoms

(@) p(X)=X.
(b) p(X) =X
© p(X)=X>

(d) T + idgs ist nicht eine Nullstelle eines Polynoms aus der obigen Liste.

6. Sei A eine 5 x 5 obere Dreiecksmatrix mit allen Eintréigen auf der Diagonalen gleich
0, so gilt fiir die Matrix 5 + A:

(a) Sie ist idempotent.
(b) Sie ist invertierbar.
(c) Sie ist singulir.

(d) Sie ist nilpotent.

7. Priifung Winter 2018: Es gibt n € Nund A, B € M,,«,(C), sodass AB nilpotent
ist, aber B A nicht nilpotent ist.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

8. Priifung Winter 2018: Sei A eine Matrix mit chars(X) = X? — 3X, so ist A
invertierbar.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



9. Priifung Winter 2018: Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, 7' € End (V')
und sei chary das charakteristische Polynom von 7'. Dann gilt chary(7") = 0.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

10. Priifung Winter 2018: Eine Matrix A € M,,«,,(K) ist genau dann diagonalisierbar,
wenn det(A) # 0 ist.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Donnerstag, den 8. Mirz vor 14:00 Uhr im Raum
HG J 68, in einem der Ficher beschriftet mit Abgabe.



