D-MATH Lineare Algebra I/11 HS 2017/FS 2018
Dr. Meike Akveld

Serie 19:

Gram-Schmidt Orthogonalisierung, adjungierte
Abbildungen

1. Sei (V,(:,-)) ein Euklidischer Vektorraum. Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften
des orthogonalen Komplements:

a) Sei S C V eine Teilmenge, dann ist S* ein Unterraum.
b) {0} =V und V* = {0}.

¢) Sei W C V ein Unterraum, dann gilt W N W+ = {0}. Falls V endlichdimensio-
nal ist, dann gilt (W+)+ = W.

d) Sei S C V eine Teilmenge, dann ist S+ = (span(S))l.

e) Sei V endlichdimensional und sei S C V eine Teilmenge, dann gilt V' = S+ @
span(S).

V2. Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und sei U ein Un-
terraum von V. Fiir v € V' definieren wir die orthogonale Projektion Py (v) € V von
v auf U durch

1. PU(U) eU.
2. YueU: (v— Py(v),uy =0.

a) Zeigen Sie, dass Py (v) wohldefiniert ist, d.h. fiir alle v € V' existiert genau ein
Vektor Py (v) € V, der die beiden Eigenschaften erfiillt.

b) Zeigen Sie, dass die Abbildung Py : V — V, v — Py(v) eine Projektion ist,
dh. Py € End(V) und P2 = P

Bitte wenden!



¢) Zeigen Sie, dass || Py(v) — v|| = min{||u — v|| | v € U} gilt.

3. Sei R3 versehen mit dem standard inneren Produkt und sei U C R? der Unterraum
erzeugt durch v; = (1,1,1)" und v, = (—1,1,0)7.

a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der oben gefundenen Orthonormalbasis die Darstel-
lungsmatrizen [Py g, und [Py ]e,.

¢) Bestimmen Sie je ein lineares Gleichungssystem mit Lésungsmengen U und U+,

4. Sei A € M, yn(R).

a) Zeigen Sie, dass eine Orthonormalbasis (vy, ..., v,) von R", sowie eine obere
Dreiecksmatrix R € M, ,(R) existieren, sodass A = QR, wobei () die n X n-
Matrix mit Spalten Q) = v, ist.

b) Zeigen Sie, dass fiir A € Gl,,(R) die Zerlegung von A unter der Voraussetzung,
dass die Diagonaleintrdge von R positiv sind, eindeutig ist.

¢) Berechnen Sie eine () R-Zerlegung von

A=

_ o =
S ==
— = O

5. Sei (V, (-, -)v) ein endlichdimensionaler Euklidscher Vektorraum. Ein Endomorphis-
mus 7' € End(V) heisst positiv semidefinit, falls fiir alle v € V' gilt (T'v,v)y > 0.
Falls die Ungleichung fiir v € V' \ {0} strikt ist, heisst 1" positiv definit.

Im Folgenden ist (I, (-, -)i) ein weiterer Euklidischer Vektorraum und & € Hom(V, W).

a) Zeigen Sie, dass Ly € End(R") (A € M,x,(R)) genau dann positiv (semi-
)definit ist fiir das standard innere Produkt, wenn A positiv (semi-)definit ist in
folgendem Sinne: Vo € R : 27 Az > 0 (und 27 Ax = 0 impliziert 2 = 0).

b) Zeigen Sie, dass ®*® positiv semidefinit ist, und zeigen Sie weiter, dass ®*P
genau dann positiv definit ist, wenn ® injektiv ist.

¢) Zeigen Sie, dass Rang(®) = Rang(d*P) gilt.

Siehe nichstes Blatt!



6. Online-Abgabe

1. Sei (V, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum, und sei S C V. Dann ist S* ein Unter-
raum von V.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

2. Sei (V. (-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und sei W C V
ein Unterraum. Dann ist W das orthogonale Komplement eines Unterraums von V.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

3. Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei S C V. Dann
ist (S1)+ = span(9).

(a) Richtig.

(b) Falsch.

4. Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum, sei 7" € End (V). Dann ist nullity (7")+
nullity (Iyy — T') = dim(V).

(a) Richtig.

(b) Falsch.

5. Sei A € M,,»,,(C) mit A* = 0. Dann ist 0 der einzige Eigenwert von A.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



6. Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, und seien By, By C
V' zwei Orthonormalbasen von V. Dann existiert 7' € End(V), sodass T'(BB;) = Bs.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

7.Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und sei 7" € End (V).
Falls 7*T = 0 gilt, dann ist 7" = 0.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

8. Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und sei 7' € End(V').
Falls 77" = 0 gilt, dann ist 7" = 0.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

9. Priifung Sommer 2017: Sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum und sei S C V.
Dann ist (S+)+ = S.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

10. Priifung Sommer 2017: Es gibt eine Basis (u;, u5) von R? mit dem standard inne-

ren Produkt, sodass ||ui|| = ||uz|| = 1 und (uy, us) = 1.
(a) Wabhr.
(b) Falsch.

Siehe nichstes Blatt!



11. Priifung Winter 2018: Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler euklidischer Vek-
torraum, und sei 7" ein Endomorphismus auf V. Dann besitzen 7" und 7™ dieselben

Eigenvektoren.
(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Donnerstag, den 22. Mirz, vor 14:00 Uhr im HG J
68 in einem der Fécher beschriftet mit Abgabe.



