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1.

Losung 20:

Selbstadjungierte Abbildungen & 1. Spektralsatz,

a)

b)

orthogonale Abbildungen

Sei A € M,,x,,(C) reell und symmetrisch, d.h. firalle 1 <i.j <ngilt A;; € R
und A;; = Aj;. Wir wissen aufgrund der Hauptachsentransformation, dass eine
Matrix Q € O(n) existiert, sodass Q7 AQ eine Diagonalmatrix ist,und da A, Q) €
M xn(R) C M, x,(C) sind alle Eintrige dieser Diagonalmatrix reell. Da die
Eigenwerte einer Diagonalmatrix genau die Diagonaleintrige dieser Matrix sind,
sind alle Eigenwerte von QT AQ reell. Die Menge der Eigenwerte ist invariant
unter Ahnlichkeit und folglich sind auch alle Eigenwerte von A = Q(QT AQ)QT
reell.

Sei A reell, symmetrisch und endlicher Ordnung, d.h. AF = [, fiir ein k € N.
Aus dem ersten Spektralsatz wissen wir, dass () € O(n) und eine Diagonalma-
trix D € M, (R) existieren, sodass A = QDQ*. Beachte, dass A* = QD*QT
und aus A* = I, folgt, dass D¥ = I,,. Es reicht also zu zeigen, dass jede Diago-
nalmatrix D endlicher Ordnung die Gleichung D? = I,, erfiillt.

Sei also D eine Diagonalmatrix endlicher Ordnung und D* = I,,. Dann gilt
insbesondere D;;" = 1 und somit | D;;|* = 1. Wir wissen aus der Analysis, dass
somit | D;;| = 1 und also haben alle Diagonaleintrige von D Absolutbetrag gleich
1. Da die Diagonaleintrige von D alle in R liegen, folgt D;; € {£1}. Somit gilt
aber D? = I,, und folglich A? = QD?*QT = QQT = I,,.

Wir zeigen zuerst, dass SO(n) abgeschlossen ist unter Matrixmultiplikation. Sei-
en A, B € SO(n), dann gilt det(AB) = det(A)det(B) = 1 und (AB)TAB =
BT(ATA)BT = BTI,B = I,,. Insbesondere istalso AB € O(n) und det(AB) =
1, also ist SO(n) abgeschlossen unter Matrixmultiplikation.

Die Assoziativitit der Verkniipfung folgt aus der Assoziativitdt der Matrixmulti-
plikation auf M, (R).

Bitte wenden!



d)

a)

b)

Wir zeigen die Existenz des neutralen Elements. Da O(n) beziiglich Matrixmulti-
plikation eine Gruppe ist, wissen wir bereits, dass I,, € O(n) liegt, und es gilt per
definitionem det(/,,) = 1. Insbesondere ist I,, € SO(n) ein neutrales Element.

Wir zeigen die Existenz der Inversen. Sei A € SO(n), dann wissen wir, dass
ATA = AAT = I, gilt. Wir haben letztes Semester gesehen, dass det(AT) =
det(A) gilt fiir alle A € M,x,(R) und somit ist AT = A~! € SO(n) fiir alle
A€ SO(n).

Wir iiberpriifen die drei definierenden Eigenschaften einer Aquivalenzrelation.

Reflexivitiit: Sei A € M, ,,(R). Dann ist A zu sich selber orthogonal dquiva-
lent, denn es gilt wegen I,, € O(n), dass A = QT AQ fiir die orthogonale
Matrix (Q = I,, und folglich ist A orthognal dquivalent zu A. Da A beliebig
war, ist die Relation also reflexiv.

Symmetrie: Seien A, B € M,,,.,(R). Angenommen A ist orthogonal dquivalent
zu B und Q € O(n) eine orthogonale Matrix, sodass B = Q7 AQ gilt. Weil
O(n) eine Gruppe ist beziiglich Matrixmultiplikation, ist K := Q! in O(n)
und es gilt A = KTBK. Somit ist B orthogonal #quivalent zu A. Da A, B
beliebig waren, folgt die Symmetrie der Relation.

Transitivitéit: Seien A, B,C € M,,.,(R). Angenommen A ist orthogonal dqui-
valent zu B und B ist orthogonal dquivalent zu C. Seien Q1,Q2 € O(n)
orthogonale Matrizen, sodass B = QT AQ, und C' = Q¥ BQ, gelten. Dann
ist insbesondere

C =QI(QTAQ)Q: = (Q1Q2)" A(Q:1Q2)

und wegen Q12 € O(n) ist A orthogonal dquivalent zu C. Da A, B,C
beliebig waren, folgt die Transitivitit der Relation.

Da A positiv definit ist, definiert die Abbildung R" x R" > (z,y) — xT Ay ein
inneres Produkt (-, -) 4 auf R". Anwendung des Gram-Schmidt Verfahrens auf die
Standardbasis &, mit anschliessender Normalisierung liefert eine Orthonormal-
basis B = (vy,...,v,) von R" beziiglich (-, -). Sei Q) := (vy | - - - | v,), dann gilt
per definitionem, dass Q7 AQ = I,,. Andererseits ist () eine obere Dreiecksma-
trix, da sie aus Anwendung des Gram-Schmidt Verfahrens auf die Standardbasis
entstanden ist. Somit folgt

A= (QT>71Q71 — RTR,
wobei R = Q! eine obere Dreiecksmatrix ist, wie gewiinscht.

Wir haben in der letzten Serie gesehen, dass () € O(n) und eine obere Drei-
ecksmatrix 1R mit positiven Diagonaleintrdgen existieren, sodass M = QR gilt.

Siehe nachstes Blatt!



Da 1 = det(M) = det(Q) det(R) gilt, sind alle Diagonaleintrége von I von (
verschieden. Sei A die diagonale Matrix gegeben durch

i

- Ry fallsi=j
0 sonst '

Dann gilt
(AR);; = Z ARy =1
k=1

und da jede Diagonalmatrix eine obere Dreiecksmatrix ist, ist /V := flRNalso eine
obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintriigen alle gleich 1. Sei A := A~!, dann
ist also }

M =QR=Q(AA)R = QAN.
Wir zeigen nun, dass det(Q)) = det(A) = 1 gilt. Aus @ € O(n), folgt 1 =

det(QTQ) = det(Q)? und folglich det(Q) € {£1}. Andererseits ist det(AN) =
det(R) > 0 nach Voraussetzung und somit

det(Q) = det(M) det(R) ™' = det(R)™ > 0,

also det(Q)) = 1. Dadet(N) = 1, folgt 1 = det(M) = det(Q) det(A) det(N) =
det(A) und weil A insbesondere eine obere Dreiecksmatrix ist, ist det(A) gleich
dem Produkt der Diagonaleintrige. Dies zeigt die Existenz.

Zur Eindeutigkeit: Wir wissen bereits aus der letzten Serie, dass () eindeutig
bestimmt ist, denn AN ist, als Produkt zweier oberer Dreiecksmatrizen, eine
obere Dreiecksmatrix. Insbesondere folgt aus ()1 A1 N1 = Q2 A3 Ny, dass A; Ny =
Ay N,. Nach Voraussetzung ist A, invertierbar, und also N, = A;'A,N;. Da
Ay, A, Diagonalmatrizen sind, folgt

(A1)

(A7 Ay = { G falls 7 = j

sonst,

und somit ist

n

(A1 AN )i = Z(A§1A11)ik(N1)ki — (

—~

Av)is ~ (ADa
o) V= )

da alle Diagonaleintrige von N, gleich 1 sind. Es folgt % = (N3)y = 1, da
auch die Diagonaleintrige von N, gleich 1 sind. Somit ist (A;); = (Ag)y fiir
alle 1 < i < n und somit A; = A,. Daraus folgt sofort N; = N,, wegen der

Invertierbarkeit von A;. Somit ist die Zerlegung eindeutig.

Bitte wenden!



¢) Wir wenden das Gram-Schmidt Verfahren auf die Spalten von M an und erhalten
aus den Spalten M, M) MG von M eine orthogonale Basis
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Tatsdchlich ist dies bereits eine Orthonormalbasis und es ist (v | v2 | v3) € O(3)
und nach Einsetzen der erhaltenen Koeffizienten ergibt sich

1 2 2 1
§2§—1§11—1 521—1

und da die Dreiecksmatrix von oben Determinante gleich 1 besitzt, muss wegen
der Multiplikativitit der Determinante (v; | vo | v3) € SO(3) gelten und wir
haben die Iwasawa Zerlegung von M gefunden, wobei in diesem Falle A = I3
ist.

a) Sei P die orthogonale Projektion von V" auf . Dann gilt fiir alle v, w € V/, dass
(Pv,w) = (Pv,w — Pw) +(Pv, Pw) = (Pv, Pw)
~—_——

=0
= — (v — Pv, Pw) +(v, Pw) = (v, Pw),
~————
=0
da nach Definition der orthogonalen Projektion v — Pv und w— Pw in W+ liegen.
Somit ist P in diesem Fall selbstadjungiert.

Sei nun also P eine Projektion von V' auf W und sei P selbstadjungiert. Per
definitionem ist Pv € W fiir alle v € V und P? = P. Es reicht also zu zeigen
(vgl. Serie 5), dass fiiralle v € V gilt

Vw e W : (v — Pv,w) =0.

Da jedes w € W in W = Im(P) enthalten ist, ist w = Pv’ fiir ein v € V und
es gilt Pw = P?v' = Pv' = w. Zusammen mit der Selbstadjungiertheit von P
folgt

(v — Pv,w) = (v,w) — (Pv,w) = (v, Pw) — (v, Pw) = 0.

Siehe nachstes Blatt!



b)

b)

Somit erfiillt P die definierenden Eingenschaften der orthogonalen Projektion
und wie in Serie 5 diskutiert, ist diese durch die beiden Eigenschaften eindeutig
bestimmt.

Sei ¢* : V. — W die adjungierte Abbildung zu ¢, dann gilt fiir alle v € V' und
weWw

(w,v)y = (tw,v)y = (w,i"v)w,
wobei (-, )y das innere Produkt auf V und (-, -)y das induzierte innere Produkt
auf IV sei. Insbesondere erfiillt die Abbildung ¢*, dass fiir alle v € V' gilt

(v—i(i"v),w)yy = (v —i"v,w)y =0 firallew € W.

Andererseits gilt per definitionem i*v € W. Also ist i(i*v) = Pyv, wobei Py
die orthogonale Projektion von V' nach W ist. Das heisst, ¢* bildet v auf das Bild
von v unter der orthogonalen Projektion auf W ab (interpretiert als Vektor in
W), und somit ist die adjungierte Abbildung genau die orthogonale Projektion
mit Bild in W.

Bemerkung: Man beachte den folgenden Unterschied: i* € Hom(V, W) und
Py € End(V), sodass i* # Py, gelten muss (ausser W = V).

Wir berechnen fiir beliebige f,g € V mittels partieller Integration und unter
Verwendung der Tatsache, dass fiir alle f € V gilt f(27) = f(0), dass

(Dr.g) =5 | Fala)de

— { swan] - [ f<x>§—§<x>dx}

Somit existiert eine zu D adjungierte Abbildung D* (beziiglich (-, -)) und es ist
D* = —D.Da—-Df = Df genau dann gilt, wenn %(m) = 0 fur alle z € R, ist
insbesondere D nicht selbstadjungiert, weil besipielsweise = — sin(z) € V ist,
aber ¢ () = cos(z) nicht iiberall verschwindet.

Es gilt fiir beliebige f,g € V, dass

(Af,9) = {((=D)Df,g) =(D*Df,g) = (Df, Dg) = (f, D"Dg) = (f, Ag)

und somit existiert eine adjungierte Abbildung A*(= A) von A beziiglich (-, -)
und insbesondere ist A selbstadjungiert.

Bitte wenden!



c)

a)

Wir bemerken zuerst, dass die erzeugenden Elemente Eigenvektoren sind, aus-
genommen das Element x — sin(nax) mit n = 0, denn in diesem Falle resultiert
die Nullabbildung. Fiir beliebige n € Z \ {0} gilt

A(sinnz) =(=D)(Dsinnz) = (=D)(ncosnz) = n(—D cosnz) = n*sinnz
A(cosnz) =(—D)(D cosnz) = (—D)(—nsinnz) = n(Dsin nx) = n® cosnz
und fiir n = 0 ist A(cosnx) = A(1l) = 0. Man beachte zudem, dass wegen

sin(—nz) = —sin(nz) und cos(—nz) = cos(nx) der Unterraum U von den
Funktionen {s,, | n € N} und {¢, | n € Ny} erzeugt wird, wobei

Vn € NVz € R: s,(x) = sin(nz) und ¢, (x) := cos(nz)

und ¢o(z) = 1 fiir alle z € R sei.

Es reicht also zu zeigen, dass diese Eigenfunktionen zueinander orthogonal sind.
Dann besitzt U ein orthogonales Erzeugendensystem bestehend aus Eigenfunk-
tionen von A und nach Normalisierung folgt dann die Behauptung.

Seien n € N und m € Ny, dann gelten

1 1 2
(s 8m) = =5 (D80 5 = = (50, Asn) = Z (50, 50)

2 . 2 .
und analog (s,, cm) = 5 (Sn, Cm) SoWie (¢, Cm) = D5 (Cn, Cm) (mit m € Np).
Somit gilt fiir n € N, m € Ny mit n # m, dass

0 = (8n,5m) = (Sn, m) = (Cn, Cm),

wie gewiinscht.

Sei m = dim(W5) und C = (wy,...,w,,) eine geordnete Basen von W. Sei
A = [T|¢ . Im Folgenden ist ||Allo := max{|A;| | 1 <i<m,1<j<n}
Seien v, w € R" mitv =Y oje; und w = > | fB;e;, dann ist

|T(v) = T(w)llw = T(i(aj B 6j)€j>HW

Siehe nichstes Blatt!



b)

<3S Ailay = )| il

i=1  j=1

n n
<D lAllcllo = wllsollewillw

i=1 j=1

n
<3 Al sollo = wllo el
=1
—nm max{ |l | 1< i < m}l| Ao - w]n.

Da alle Normen auf R™ dquivalent sind und alle die Standardtopologie auf R"
induzieren, ist 7" insbesondere Lipschitz-stetig.

Betrachte nun die Abbildung 7" : R™ — W, welche die Standardbasis &,, von
R™ mit C identifiziert, d.h. 7" ist die eindeutige lineare Erweiterung von 7" :
En — C, T(e;) = w;. Dann ist T ein Isomorphismus und folglich definiert
[|-l7 : R™ = R, |[v||r := ||Tv||w eine Norm auf R, denn es gelten:

Yo € R™ :||v||lr = ||Tv||lw >0
Vo e R":ullr=0< ||Tvlw =0Tv=0<0v=0
Vv € R™A € R:|[Mvllr = |T(0)[lw = [IXTv]lw = X[ Tollw = [Alllv]lz
Vo, w € R™ :||lv+wl|lr = ||T(v+w)||w = ||Tv+ Tw||w
< Twllw + [[Twllw = [lvflr + [[w]lz.
Da alle Normen auf R"™ #dquivalent sind, sind der durch ||-||7 definierte Einheits-

ball in R™ sowie die Einheitssphire kompakt, und somit sind sind By, S(W)
kompakt, denn

B ={we W ||lwlw <1} =T({v € R™ | v]r < 1})
SW) ={w e W | |lwllw =1} =T({v € R™ | |lv[lz = 1})
sind die Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen.

SeiT': W — V eine lineare Abbildung zwischen zwei endlichdimensionalen,
normierten Vektorraumen und angenommen die Abbildung ist nicht stetig, d.h.
es gibt ein v € W und ein € > 0, sodass fiir alle 6 > 0 ein ws € W existiert fiir
welches gelten

|lv — ws|lw < 0 und | Tv — Tws||y > e.

Sei @ : R™ — W ein Isomorphismus. Wir konstruieren eine lineare Abbildung
R™ — V, die an der Stelle ®~'v nicht stetig ist.

Wegen der Aquivalenz von Normen auf R™ ist ® stetig beziiglich der auf R™
induzierten Norm ||-|| von oben und ebenso ist die Abbildung Ty := T o ® :

Bitte wenden!



R™ — V stetig. Andererseits gelten fiir beliebige 6 > 0, dass
127 0 — @7 wslle = (|R(P™ v — @7 ws)lw = [lv — wsllw <0
sowie
|Te® v — Te® ws|lv = ||Tv — Tws||v > e.
Wir haben also gezeigt, dass fiir alle 6 > 0 ein wj € R™ existiert, so dass fiir
v' = &1y gelten

||U/ — wg”.:p < 0 und ||T<I>U/ — Tq,w(’5||v > €.

Also ist T nicht stetig, im Widerspruch zu Teilaufgabe (a).

Bemerkung: Ein Korollar hiervon ist, dass jeder normierte, endlichdimensionale
Vektorraum (W, ||-]|) fir ein m € N homoomorph ist zu R™ versehen mit der
Topologie induziert durch eine beliebige Norm auf R™.

¢) Aus obigem folgt, dass die Abbildung v — (T'v,v) stetig ist, denn fiir v, w € V'
gilt wegen Cauchy-Schwarz

[(Tv,v) = (Tw, w)| < |[Tv|[[[o = w]| + [|Tv = Tw|[|[w]].

Sei also v € V beliebig und € > 0. Dann existiert nach dem, was soeben gezeigt

wurde, ein § € (0,1), sodass || Tv — Twl| < sy wann immer [jv — w|| <

d.Sei ¢ zusitzlich noch so gewihlt, dass ||7v]|0 < £, dann folgt fiir alle w € V
mit ||[v — w|| < 6, dass

[(Tv,0) = (Tw,w)| <[[Tv[[[[v—w| +[[Tv = Tw|[|w]

3 E—

—+ = ||w

2" 2(Ju + 1)
1

e, el +1)

2" 2o + 1)

Somit folgt die Stetigkeit an der Stelle v und weil v beliebig war, die Stetigkeit.

Da wegen dem Satz von Heine-Borel die Menge B, := {v € V | [v]| < 1}
kompakt ist, nimmt die Abbildung v — (T'v,v) auf B ihr Supremum an.

Um die letzte Aussage zu beweisen, bemerken wir zuerst, dass sie fiir v = 0
sicher erfiillt ist. Sei also v # 0 und sei 0 := ||v||, dann ist

(Tw,v) = 6*(T(5 ), 6 ') < 6%a = alv|

d) Seiv e V\{0}und XA € R\ {0}, dann ist

ITOWI _ NI _ Tl
ol ~ Aell = Tl

Siehe nichstes Blatt!



Insbesondere ist die Abbildung v — @ konstant auf Geraden durch den Ur-
sprung und Thr Bild ist genau das Bild Threr Restriktion auf die Einheitssphire
S(V)={veV]|v| =1}. DaV endlichdimensional ist, ist S(V') wegen dem
Satz von Heine-Borel kompakt. Um zu zeigen, dass die Abbildung ihr Infimum
annimmt, reicht es also zu zeigen, dass ihre Restriktion auf die Einheitssphire
stetig ist.

Auf der Einheitssphire stimmt die Abbildung allerdings mit der Abbildung v +—>
|Tv|| iiberein, und letztere besitzt, wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung
und der Stetigkeit von 7" aus der ersten Teilaufgabe eine stetige Erweiterung auf
ganz V. Es ist ndmlich

IToll = | Twll| < [|ITv — Twl| < nllAflxllv = w].
Also nimmt sie ihr Maximum an und es existiert ein v € S(V') C V, sodass gilt

|Tv|| = max{||Tw]|| | w e S(V)} = sup {M |lweV\ {0}}

[[w]]

Wir beweisen nun o = ||T'||. Wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung ist
(T, v) < | Twllllvll < T,

wann immer |[v|| < 1, und es folgt o < ||T'||. Fiir die umgekehrte Ungleichung
miissen wir ein wenig arbeiten. Wir berechnen unter Verwendung der Selbstad-
jungiertheit von 7', dass gilt

(T(Av + X71T0), Mo 4+ A1) =X2Tv,v) + 2||Tv||* + A\ 3(T%v, Tv)
(T(Av — X"'Tw), v — X1T0) =X {(Tw,v) — 2||Tv||* + A~2(T?v, Tv)

und Subtraktion der beiden Ausdriicke liefert
4| To||? < AT+ X"1T0), Ao+ A1) — (T (M — A M), v — A1 T).

Wir wenden die Aussage aus der ersten Teilaufgabe auf die beiden Ausdriicke an
und erhalten

4Tv||? < al| v + XM o||? + al| v — A T2
Aus der Parallelogrammgleichung folgt nun

4| Tv||? < 2aX?||v||* + 2212 ||Tv]|2.

_ Ty
ol

Falls T'v # 0 gilt, dann setzen wir A

und es folgt

4 Tol* < 20| T0|l[[v] + 2o T]l]|v]]-

Bitte wenden!



Insbesondere ||Tv|| < al|v||. Diese Ungleichung ist sicher erfiillt, wenn 7'v = 0,
und somit haben wir gezeigt, dass

[ To]
Vo e V\ {0} : ol <«
Es folgt o = ||T|.

e) Sei o := sup{(Tv,v) | v € B1} und sei v € By, sodass (Tv,v) = « gilt. Man
beachte, dass wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen kénnen, dass
|lv|| = 1 gilt, denn fiir alle A > 1 gilt ||T'(A\v)|| = A||Tv|| > ||T'v||. Wir berechnen

0 <||Tv — av||* = || Tv||* — 2a({Tw,v) + o?
7ol ~ a? < |IT]? — o? = 0.

Es folgt T'v = av und somit ist v ein Eigenvektor von 7.



