D-MATH Lineare Algebra I/11 HS 2017/FS 2018
Dr. Meike Akveld

Losung 21:

Bilinearformen

1. a) 1. Seienuy,uy € V, A € K, dann gelten nach Voraussetzung:

Wir bemerken, dass eine Abbildung 5 : V x V' — K genau dann bilinear
ist, wenn fiir alle v € V die zu [ assoziierten Abbildungen L,, R, : V —
K linear sind. Im Folgenden bezeichnen wir mit Linearitdit von 3 im ersten
Argument die Linearitit von R, fiir alle v € V und mit Linearitdt von [3 im
zweiten Argument die Linearitidt von L, fiiralle v € V.

2. Da fiir alle u € U die zu (3 assoziierten Abbildungen L,, R, : V — K — wie
gerade gezeigt wurde — linear sind, gelten

B(u,0) = L,(0) =0und 5(0,u) = R,(0) = 0.
3. Wegen Linearitit im ersten Argument ist
Blu+v,w+z) = P(u,w+ z)+ B(v,w+ 2).
Wegen Linearitit im zweiten Argument sind
Bluyw + 2) = Blu, w) + Blu, =) und Bv,w + 2) = Blv,w) + Bv, w),
Also gilt

Blu+v,w+ z) =0(u,w+ z) + B(v,w + 2)
=B(u,w) + B(u, z) + f(v,w) + B(v,w).

Bitte wenden!



b)

d)

4. Seiv € V beliebig, und seien L, ,, Ro o 0 V — Ksowie Lg,, Rz, : V — K
die mit o bzw. mit /3 assoziierten Abbildungen aus Teil 1. Dann gelten fiir
ueV

Lo y(u) =a(v,u) = B(u,v) = Rp,(u),
R, .,(u) =a(u,v) = f(v,u) = Lg,(u),

und wegen der Bilinearitét von [ folgt die Linearitit von L,, ,,, R, , fiir belie-
bige v € V. Wie in Teil 1 besprochen, ist « also bilinear.

Da 3(0,w) fiir alle w € V gilt, ist sicher 0 € S?. Seien v;,v; € S? und sei
a € R. Dann gilt fiir alle w € S

B(v1 + ave,w) = (v, w) + af(ve, w) = 0,
und somit ist S? ein Unterraum von V.

Seien (1, f2 € BF(V) und X € K, dann ist

V(B + AB2)ij = Bi(vi, vy) + ABa(vi, v5) = ¥s(B1)ij + MPs(B2)is

nach Definition der Vektorraumstruktur auf BF(V') C Abb(V x V,K), und wir
erhalten

V(81 + AB2) = ¥g(B1) + Abp(B2),

da die Vektorraumstruktur auf M,,,(K) mittels komponentenweiser Addition
und skalarer Multiplikation definiert ist.

Reflexivitit: Sei A € M, «,(K). Wegen I, = I gilt I" AI,, = A und somit ist
A kongruent zu sich selber.

Symmetrie: Sei () € Gl,,(K), dann ist wie in der Linearen Algebra I besprochen
wurde auch Q7 € G1,(K) und es gilt (Q7)~* = (Q~1). Seiennun A, B €
M,»n(K) und sei Q € G1,(K), sodass B = QTAQ. Sei R := Q~!, dann
folgt aus vorangehenden Ausfiihrungen, dass

R'BR = (RTQT)A(QR) = A

und folglich impliziert die Kongruenz von A zu B die Kongruenz von B zu
A.

Transitivitéit: Seien A, B,C € M,.,(K) und Q, R € Gl,(K), sodass B =
QT AQ und C = RT BR gelten. Dann ist

C = R"BR = R'"QTAQR = (QR)" A(QR)

und weil Gl,,(K) abgeschlossen ist unter Matrixmultiplikation, folgt aus der
Kongruenz von A zu B und der Kongruenz von B zu C die Kongruenz von
AzuC.

Siehe nachstes Blatt!



2.

3.

Wegen der Linearitit der Spur ist fiir alle Ay, Ay, A, By, Ba, B € Msy2(K)

tr(A; 4+ AAs)tr(B) =(tr(A;) + Atr(Az))tr(B) = tr(Ap)tr(B) + Mr(Ay)tr(B)
tr(A)tr(By 4+ ABs) =tr(A) (tr(By) + Atr(Bs)) = tr(A)tr(By) + Ar(A)tr(B,)

und somit ist die Abbildung bilinear. Schreibe B = (vy, vq, v3, v4), dann ist tr(v;) = 1
falls 7 = 1 oder ¢« = 4 und 0 sonst. Daher gilt

[8]s =

_ o O
o O OO
O O OO
_ o O =

a) Nach Definition der Vektorraumstruktur auf V* gilt fiir alle f;, fo € V*, A € K
sowie v € V/, dass

(f1 + Af2)(v) = fi(v) + Afa(v)
und somit haben wir Linearitéit im ersten Argument.

Da jedes f € V* per definitionem linear ist, gilt fiir alle vy, v, € V sowie A € K,
dass

f(or 4+ Avz) = f(v1) + Af(v2)

und es gilt Linearitit im zweiten Argument.

b) Wir zeigen, dass die Menge der bilinearen Abbildungen V' x W — K ein Unter-
raum von Abb(V x W, K) ist.

Die Nullabbildung gegeben durch (v, w) — 0 € K firallev € V und w € W
ist sicherlich eine bilineare Abbildung und somit ist die Menge der bilinearen
Abbildungen nicht-leer.

Seien (1,0, : V x W — K bilinear und sei A € K. Seien vy,v9,v € V,
wy,we,w € W sowie p € K beliebig, dann gelten nach Definition der Vek-
torraumstruktur auf Abb(V' x W, K) sowie der Bilinearitéit von /5 und S,

(B1 4 AB2)(v1 + pva, w) =F1(v1 + pvg, w) + ABa(vr + pva, w)
=01(v1) + pfi (v, w) + ABa(vi, w) + pAB2(va, w)
:(Bl(vl,w) + ABa(vy, w)) + u(ﬁl(vg,w) + )\Bg(vg,w))
=(B1 + AB2) (v, w) + pu(B1 + AB2) (v2, w)

und somit ist 3; + A3, linear im ersten Argument. Analog erhilt man

(81 + ABa) (v, wy + pws) =P (v, w1 + paws) + ABa(v, w1 + prws)
Zﬁl(% wl) + Mﬁl(% wl) + )\52(11, w1) + /L/\ﬁz(v, wz)

Bitte wenden!



:(51(% wy) + ABa(v, wl)) + M(ﬁl(% wa) 4+ ABa(v, wz))
=(51 4+ AB2) (v, w1) + (B + A\B2) (v, ws)

und 1 + A\fFs ist linear im zweiten Argument. Insbesondere ist also 31 + A\
bilinear.

¢) “=": Falls V = W gilt, dann ist dim(V) = dim(W). Sei also (vy,...,v,)
eine geordnete Basis von V/, sei (wy,...,w,) eine geordnete Basis von W
und sei (f1,..., f,) die assoziierte duale Basis von W*, d.h. f;(w;) = 6;;
firalle 1 <i,5 < n.Sei ® : V — W* der eindeutige Isomorphismus mit
®(v;) = f; fur alle 1 < i < n. Die Abbildung (v, w) — ®(v)(w) ist nach
Teilaufgabe a) bilinear. Wir zeigen, dass sie nicht-ausgeartet ist. Sei v # 0
und sei ®(v) = a1f1 + -+ + apfn- Dav # 0 und ® ein Isomorphismus
(insbesondere also injektiv) ist, existiert ein 1 < 7 < n, sodass a; # 0 ist.
Es ist ®(v)(w;) = a; # 0. Sei andererseits w € W \ {0} und sei w =
bywy + -+ - + byw,. Daw # 0, existiert ein 1 < ¢ < n, sodass b; # 0 gilt.
Esist ®(®7!(f;))(w) = fi(w) = b; # 0. Also ist die Bilinearform nicht-
ausgeartet und die gewiinschte Implikation ist bewiesen.

“«<=": Angenommen 3 : V x W — K ist eine nicht-ausgeartete Bilinearform.
Fiir jedes v € V definiert, unter Verwendung der Linearitét von [ im zweiten
Argument, die Abbildung g, : W — K, w — [(v,w), ein Element in WW/*.
Da [ nicht-ausgeartet ist, ist 3, fir alle v € V' \ {0} nicht das Nullelement
in W*. Andererseits gilt unter Verwendung der Linearitit von 5 im ersten
Argument fiir v;, v, € V, w € Wund A € K,

51}1—1—)\1}2 (w) = 6111 (w) + )‘ﬁvz (w)

und somit ist die Abbildung V' — W*, v +— f,, linear und weil 8, = 0
genau dann gilt, wenn v = 0 ist, auch injektiv. Da jede injektive lineare
Abbildung zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorrdumen linear unab-
hingige Mengen auf linear unabhingige Mengen abbildet, folgt dim(V') <
dim(W*) = dim(W). Analog zeigt man dim(/¥) < dim(V') und es folgt
dim(V') = dim(W') und somit die gewiinschte Isomorphie.

4. a) “=": Seiw antisymmetrisch. Dann gilt w(u, u) = —w(u, w) und folglich 2w(u, u) =
0 fiir alle u € V. Da 2 # 0 gilt in K folgt also w(u, u) = 0 firalle u € V.

“e=": Es gelte w(u,u) = 0 fiir alle w € V. Seien u,v € V beliebig, dann folgt
aus der Bilinearitit von w, dass
0=w(u+v,u+wv)
= w(u,u) +w(u,v) + wv,u) + wv,v)
=0 =0

und somit w(u, v) = —w(v, u).

Siehe nachstes Blatt!



b) Da w antisymmetrisch ist, ist jede Darstellungsmatrix von w antisymmetrisch. Da
w nicht-ausgeartet ist, ist jede Darstellungsmatrix von w invertierbar. Sei A eine
Darstellungsmatrix von w, dann gilt also

0 # det(A) = det(AT) = det(—A) = (=1)4m") det(A),

und somit dim (V") gerade (da 2 # 0). Es bleibt zu zeigen, dass jede Darstellungs-
matrix von w antisymmetrisch und invertierbar ist.

Im Folgenden sei n = dim(V') und B = (vy, . .., v,) eine beliebige Basis von V.
Es gilt wie in der Vorlesung besprochen fiir alle u,v € V

w(u,v) = [u]p[w]s[v]s.

Somit ist insbesondere

(wlg)ij = e [wlse; = [vilslwlslvils = w(vi, v))
—w(vj,v:) = —[v;]5lwlslvis

([wls)ji

= —ejT[w]Bei =

und somit ist [w]z antisymmetrisch.

Um zu zeigen, dass [w]p invertierbar ist, reicht es zu zeigen, dass Ly, injektiv
ist. Sei w € K™\ {0} und sei v € V, sodass [u|s = 4. Da w nicht-ausgeartet ist,
existiert ein v € V, sodass w(v,u) # 0 gilt. Es folgt

0 # w(v,u) = [v]p[w]st,

und somit ist [w|gt # 0. Da @ € K" beliebig war, folgt Ker(Ly,),) = {0} und
somit ist Ly, injektiv, also invertierbar, und somit auch [w]p invertierbar.

Im Folgenden geben wir einen weiteren Beweis, der nicht die Darstellungsma-
trix, sondern eine Art Zerlegung in orthogonale Unterrdume verwendet, und der
analog fiir alle nicht-ausgearteten Bilinearformen relevant ist. Wenn dim(V) = 0
ist, dann ist jede bilineare Abbildung V' x V' — K antisymmetrisch und nicht-
ausgeartet. Im folgenden sei also dim(V') > 0. Wir konstruieren Unterrdume
W, W' von V, sodass dim (W) = 2 sowie V = W @& W' gelten, und sodass w|y-
eine antisymmetrisch, nicht-ausgeartete Bilinearform ist. Dann folgt die Aussage
mittels Induktion.

Sei w € V' \ {0} beliebig und sei v € V, sodass w(u,v) # 0. Da w bilinear und
antisymmetrisch ist, folgt v # Au fiir alle A € K und somit ist (u,v) C V ein
zweidimensionaler Unterraum (und somit auch dim(V') > 1 — diese Schlussfol-
gerung ist falsch, falls 2 = 0). Wir definieren

(u,v)* ={w eV | w(u,w) = w(v,w) = 0}.

Bitte wenden!



Wir behaupten, dass (u,v)“ ein Unterraum ist, dass V' = (u,v) @ (u,v)* gilt
und dass die Einschrinkung von w auf (u,v)* eine antisymmetrische, nicht-
ausgeartete Bilinearform ist.

Um zu sehen, dass (u,v)“ ein Unterraum ist, verwenden wir die Notation aus
Aufgabe 3. und sehen, dass (u,v)* = Ker(w,) N Ker(w,) gilt, und somit ist
(u,v)“ der Schnitt zweier Unterrdume von V' und damit ein Unterraum.

Wir zeigen, dass (u,v) N (u,v)* = {0} gilt. Sei w € (u,v) N (u,v)*, dann
existieren a,b € K, sodass w = au + bv gilt. Falls b # 0, dann gilt w(u,w) =
bw(u,v) # 0 und somit w ¢ (u,v)“. Also ist b = 0. Analog findet man a = 0
und also w = 0.

Wir zeigen, dass (u, v) + (u, v)¥ = V gilt. Da (u, v) N (u,v)* = {0} gilt, wissen
wir bereits, dass

dim({u, v) + (u,v)*) = dim((u, v)) + dim({u, v)*)

gilt. Insbesondere reicht es also zu zeigen, dass dim((u, v)*) = dim(V') — 2 ist.
Wir wissen, dass v ¢ Ker(w,) und u ¢ Ker(w,) gelten. Also ist nach der Di-
mensionsformel nullity(w,) = nullity(w,) = dim(V') — 1. Andererseits gilt
v ¢ Ker(w,) und v € Ker(w,), also ist Ker(w,) ein echter Unterraum von
Ker(w,) + Ker(w,) = (Ker(w,) U Ker(w,)) und somit

dim(V) — 1 = dim Ker(w,) < dim (Ker(w,) + Ker(w,)) < dim(V).
Es folgt Ker(w,) + Ker(w,) = V. Somit ist

dim(u, v)* = dim (Ker(w,) N Ker(w,))
= nullity (w,) + nullity(w,) — dim (Ker(w,) + Ker(w,))
=2(dim(V) — 1) + dim(V) = dim(V) — 2.

Es ist klar, dass w| (uw) antisymmetrisch ist, und wir zeigen, dass die Einschrin-
kung nicht-ausgeartet ist. Sei also w € (u,v)“ nicht Null, dann existiert nach
Voraussetzung ein @ € V, sodass w(w,w) # 0 gilt. Sei @ = w; + Wy mit
Wy € (u,v) und Wy € (u,v)*, dann gilt wegen w € (u, v)*, dass

0 # w(w, W) = w(w, ) + w(w, wy) = w(w, W),

und da w € (u,v)¥ \ {0} beliebig war, folgt also dass fiir alle von Null ver-
schiedenen w € (u,v)¥ ein Wy € (u,v)“ existiert, sodass w(w,ws) # 0 ist.
Insbesondere ist also w| (uw)~ Nicht-ausgeartet.

Wir fiihren die Induktion formal zu Ende. Falls dim(V) < 2, dann haben wir
die Aussage bewiesen. Sei die Aussage also wahr fiir dim(V) < n. Sei V' ein
Vektorraum der Dimension dim(V') < n + 1, und nehme an, es existiert eine

Siehe nachstes Blatt!



S.

6.

antisymmetrische, nicht-ausgeartete quadratische Form auf V. Dann finden wir
Unterrdume W, W’ von V, sodass V. = W @& W ist, dim(W) = 2 gilt, und
w|w eine antisymmetrische, nicht-ausgeartete Bilinearform ist. Da dim(W') =
dim(V) — dim(W) < n — 1 ist, folgt die Aussage aus der Induktionsvorausset-
zung.

Bemerkung: Beachten Sie, dass im Falle 2 = 0 jede antisymmetrische Bilinear-
form symmetrisch ist. Insbesondere gilt in diesem Falle nicht, dass w(u,u) = 0
fiir alle w € V ist. Somit funktioniert in diesem Falle die Induktionsverankerung
nicht und die Vorgehensweise liefert keinen Beweis. Die Aussage ist in diesem
Falle falsch, wie das Beispiel K x K — K, (A, u) — Ap zeigt.

Wir wissen aus der Vorlesung, dass wy eine Bilinearform definiert. Es reicht also zu
zeigen, dass wy antisymmetrisch, nicht-ausgeartet ist.

Seien u, v € R?", dann gilt

wolu,v) = wo(u,v)”

= vl Jlu = —v" Jou = —wo(v, u),
da JOT = —Jp. Also ist wy antisymmetrisch.

Sei u € R?"\ {0} und seien u;, uy € R™, sodass u’ = (uf,ul) ist. Dann gilt

0 -1, U —u
o) (7 70) (1) = oy () = sl + fual? > 0

Also ist wy nicht-ausgeartet.

a) Wir zeigen zuerst, dass Sp(V,w) abgeschlossen ist unter Komposition. Seien
U, ® € Sp(V,w). Wir wissen aus der Vorlesung, dass ¥ o & € End(V) gilt.
Fiir beliebige u, v € V' berechnet man

w((Uo®)u, (¥od)v) =w(U(Pu), ¥(Pv)) = w(Pu, Pv) = w(u,v)

und somit ¥ o & € Sp(V, w).

Wir zeigen als nédchstes die Existenz eines neutralen Elements. Die Identitits-
abbildung ist ein Einselement in End(1") beziiglich Komposition und folglich
reicht es zu zeigen, dass idy € Sp(V,w) gilt. Fiir beliebige u,v € V gilt nach
Definition von idy -, dass

w(idyu,idyv) = w(u,v)

und somit idy € Sp(V,w).

Bitte wenden!



b)

Wir zeigen die Existenz von Inversen. Hierfiir zeigen wir zuerst, dass alle Ele-
mente in Sp(V, w) invertierbar sind. Sei also ¥ € Sp(V,w). Da V' endlichdimen-
sional ist, ist U genau dann invertierbar, wenn ¥ injektiv ist. Sei u € Ker(W).
Falls u # 0 ist, dann existiert nach Voraussetzung ein v € V/, sodass w(u,v) # 0
ist. Da ¥ ein Symplektomorphismus und da w bilinear ist, folgt

0 =w(Pu, ¥v) = w(u,v),

aber das ist absurd und somit ist u = 0. Das zeigt Ker(¥) = {0} und somit die In-
jektivitit von W. Da W € Sp(V, w) beliebig war, folgt Sp(V,w) C GL(V'). Hier-
mit konnen wir die Existenz der Inversen beweisen. Sei ndamlich ¥ € Sp(V, w)
und sei U1 € GL(V), sodass U~ o & = W o U~! = idy gilt. Wir zeigen, dass
U1 € Sp(V,w) ist. Seien u, v € V beliebig, dann gilt
w(U ™ u, U 0) = w(W (T ), (U ))
=w((¥o ¥ Mu, (Vo U ')
= w(idyu,idyv) = w(u,v)
und somit ist U~! auch ein Symplektomorphismus.
Seien u = (uq,uz),v = (v1,v9),w = (wy,wy) € V3 & Vo und sei a € K. Dann
gelten
Q(u, v+ aw) = Q((u1, us), (v1 + aws, v2 + aw,))
= —wy (u1, v1 + awy) + we(ug, vo + aws)
= —wl(ul, Ul) + WQ(UQ, ’02) — awl(ul, wl) + CLCUQ('LLQ, U)Q)

= Qu,v) + aQ(u, w)

und analog zeigt man Q(u+ aw, v) = Q(u,v) + aQ(w, v). Somit ist {2 nach Auf-
gabe 1. bilinear. Es bleibt zu zeigen, dass {2 antisymmetrisch und nicht-ausgeartet
ist.

Fiir die Antisymmetrie sei v = (u1,us) € V; @ V,. Dann ist
Q(u, U) = —wl(ul, U1> + wg(UQ, UQ) = O,
da wy, wo antisymmetrisch sind.

Fiir die nicht-Ausgeartetheit, sei u = (u,us) € Vi @ V4, von Null verschieden.
Dann gilt u; # 0 oder us # 0. Angenommen u; # 0, dann existiert wegen der
nicht-Ausgeartetheit von w; ein v; € Vi, sodass wy (ug,v1) # 0 ist und somit

Q((ul,u2), (01,0)) = —wi(ug,v1) + wo(ug, 0) = —w(uy,vy) # 0.

Falls u; = 0, dann existiert ein vy € V3, sodass wy(usz,v2) # 0 und es folgt
analog

Q((Uh us), (071)2)) = wa(ug, v2) # 0.
Also ist ) nicht-ausgeartet.

Siehe nichstes Blatt!



¢) “=": Angenommen ['y = I'}. Wir wollen zeigen, dass fiir alle u,v € V gilt
w(Vu, Yv) = w(u,v). Seien also u, v € V beliebig, dann gilt

(u, Vu), (v, ¥v) € Ty =T'¢
und somit
0= Q((u, Yu), (v, Pv)) = —w(u, v) + w(Pu, Vo).
Da u,v € V beliebig waren, folgt
Yu,v € V 1 w(Wu, Vv) = w(u,v)

und damit ¥ € Sp(V,w).

“e": Es sei U € Sp(V,w). Wir zeigen zuerst, dass 'y C I'§. Seiu € V
beliebig. Wir miissen zeigen, dass (u, Pu) € T'¥} ist. Sei also v € V, dann gilt

Q((u, Yu), (v, ¥v)) = —w(u, v) + w(Pu, ¥v) = —w(u,v) + w(u,v) =0

und somit ist I'y, C T'L.
Sei nun (vy,v,) € T'Y, dann gilt wegen der Bilinearitit von w und wegen
U~ e Sp(V,w) fiir alle u € V die Gleichung

0= Q((u, Yu), (v1,12)) = —w(u,v1) + w(Pu,vs)

= —w(u,v) + wlu, T y) = wlu, vy — U 1wy).

Wir haben im Beweis von Aufgabe 3.c) gesehen, dass fiir alle v € V' \ {0}
die Abbildung V' — K, u — w(u, v) eine von Null verschiedene Linearform
ist. Also gilt v; — ¥~ 1vy = 0 und somit vo = Wu;. Also ist (v1,v2) € I'y und
es folgt Fg CTly.



