D-MATH Lineare Algebra I/11 HS 2017/FS 2018
Dr. Meike Akveld

Serie 22:

Symmetrische Bilinearformen & quadratische
Formen

1. a) Sei A= (32%) € Mayo(R)undsei : R? x R? — R gegeben durch
Blu,v) :=u'Av  (u,v € R?).

Bestimmen Sie eine geordnete Basis B von R?, sodass /3 beziiglich B eine Dar-

stellungsmatrix der Form (' ., ) besitzt.

b) Diagonalisieren Sie die zur symmetrischen reellen Matrix A gehorige Bilinear-
form, wobei

3 -2 2
A=|-2 3 =—2],
2 -2 3

d.h. finden Sie eine Matrix Q € GL3(R), sodass Q?AQ eine Diagonalmatrix ist.
Zeigen Sie auf zwei Arten, dass die zugehorige Bilinearform positiv definit ist.

2. Bestimmen Sie die Quadriken in R3.

3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K, in dem 2 # 0
gilt, und sei @ : V — K.

a) Zeigen Sie, dass (i) und (ii) dquivalent sind:

(i) Es gelten:
L Q(\)=MQ(v)firalle v € V und fiiralle A € K, d.h. Q ist homogen
vom Grad 2.

Bitte wenden!



b)

II. Die Abbildung S : V xV = K,
1
falv,w) = 5 (Q +w) - Qv) — Qw)).
ist bilinear.
(ii) Es existiert eine Basis B von V und eine symmetrische Matrix A € M, (K),

sodass gilt
Yo €V : Q) = [v]gA[]s.

Bemerkung: Im Folgenden bezeichnen wir mit einer quadratischen Form auf V'
eine Abbildung @ : V — K, die eine dieser dquivalenten Eigenschaften erfiillt.

Zeigen Sie, dass die Menge der quadratischen Formen auf V ein Unterraum
von Abb(V,K) ist und dass die Abbildung ) — [ einen Isomorphismus zwi-
schen dem Vektorraum der quadratischen Formen auf V und dem Vektorraum
der symmetrischen Bilinearformen auf V' x V definiert.

4. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und in K gelte 2 # 0 und sei (3 :
V x V — K eine symmetrische Bilinearform. Ein Unterraum W C V heisst nicht
ausgeartet, falls 3|y« nicht ausgeartet ist (vgl. Serie 21).

S.

a)

b)

a)

@b)

Sei W C V ein Unterraum und definiere
WP ={veV|vweW:Bvw) =0}
Zeigen Sie, dass V = W @ W* genau dann gilt, wenn W ein nicht ausgearteter

Unterraum ist.

Sei ( nicht-ausgeartet. Zeigen Sie mittels Induktion tiber dim (1), dass eine Basis
B = (vy,...,v,) von V existiert, sodass 5(v;, v;) = 0 genau dann, wenn i # j.

Bemerkung: V besitzt also eine “orthogonale” Basis beziiglich 5. Im Allgemei-
nen kénnen wir nicht annehmen, dass 3(v;, v;) = %6;; (Orthonormalitit), da fiir

allgemeine Korper K sowohl /5 (v;,v;) & K als auch /— (v, v;) ¢ K gelten

kann.

Seien A, B € M,,(R) symmetrisch, positiv definit, sodass AB = BA gilt.
Zeigen Sie, dass AB positiv definit ist.

Sei (V, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum. Sei 7" € End(V') und definiere die
Abbildung Sy : V x V' — R durch fr(v,w) := (v, Tw).

(i) Zeigen Sie, dass [ bilinear ist.

(i) Zeigen Sie, dass S genau dann symmetrisch ist, wenn 7" selbstadjungiert ist.

(iii) Sei V' endlichdimensional. Zeigen Sie, dass 7 genau dann ein inneres Pro-

dukt ist, wenn 7" selbstadjungiert ist und eine Basis B von V' existiert, sodass
[T 5 symmetrisch und positiv definit ist.

Siehe nichstes Blatt!



6. Online-Abgabe

1. Sei K ein Korper und A € M,,«,,(K) symmetrisch, dann ist A kongruent zu einer
Diagonalmatrix.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

2.Sei A € M, x,(R) symmetrisch, sodass A;; > 0 fiir alle 1 < 4,5 < n. Dann ist A
positiv definit.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

3.Sei A € M,,»,,(R) symmetrisch, positiv definit. Welche der folgenden Aussagen ist
richtig?

(a) A? ist positiv definit.
(b) A~!ist positiv definit.

(c) Keine der Aussagen ist richtig.

4. Sei A € M, «,(K) eine Diagonalmatrix. Dann ist A kongruent zu jeder anderen
Diagonalmatrix, mit denselben Diagonaleintréigen (bis auf Permutation der Indizes).

(a) Richtig.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



5. Sei 3 die Bilinearform auf R?® gegeben durch

6((1’, Y, Z)? (xlv yla Z/)) = Z'.flf/ - 4yy/

Sei Q die durch 3 induzierte quadratische Form auf R?3, d.h. Q(v) = B(v, v). Welches
der folgenden Bilder gibt eine Darstellung der Quadrik

Xgo={veR* | Q(v) = 0}?

(b) 2
12
%M/‘,,,A
-
[=ete e
L e
o Gl
-\ E
-2 152"
-2
-1 T
xO 1 ‘*«2\
() 3

Siehe nachstes Blatt!



6. Sei 3 die Bilinearform auf R? gegeben durch
B((l’, Y, Z)? (xla yI> Z/)) =ax' + yy’ — 27

Sei () die durch ( induzierte quadratische Form. Welches der folgenden Bilder gibt
eine Darstellung der Quadrik

Xgo={veR*|Q(v) = 0}?

(c) 3

Bitte wenden!



7. Sei K ein Korper. Betrachte auf K? die quadratische Form Q(z, y) = z*—2y?. Dann
existiert eine Basis B von K?, sodass fiir die Koordinaten (z, §) von (z,y) beziiglich
B gilt:

@) Q(r,y) =7 -7, fir K = Q?

®) Qz,y) = i — §°, fir K = R?

©) Qz,y) =%+ 92 firK = R?

(d) Qx,y)=1*—¢* firK=C?

e) Qz,y) =1*+ g% firK = C?

8. Sei K ein Korper. Betrachte auf K? die quadratische Form Q(z,y) = zy. Dann
existiert eine Basis 5, sodass fiir die Koordinaten (Z, §) von (z, y) beziiglich B gilt

(@) Qx,y)=1?— 7% firK =R?
(b) Q(z,y) =%+ ¢ fir K = R?
©) Qx,y)=12*—3* firK=C?

@) Q(z,y) =+ firK = C?

9. Priifung Winter 2018: Jede Bilinearform auf einem reellen Vektorraum definiert ein
inneres Produkt.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

10. Priifung Winter 2018: Jedes innere Produkt auf einem reellen Vektorraum definiert
eine Bilinearform.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Siehe nachstes Blatt!



11. Priifung Winter 2018: Sei A € M,,»,,(R) symmetrisch und positiv definit. Dann
ist tr(A) > 0.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

12. Priifung Winter 2018: Sei A € M,,»,,(R) symmetrisch und positiv definit. Dann
ist A~1 auch positiv definit.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

13. Priifung Sommer 2017: Sei () eine quadratische Form auf R”. Die Darstellungs-
matrix von () ist genau dann invertierbar, wenn sie positiv oder negativ definit ist.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

14. Priifung Sommer 2017: Seien A, B € M, ,(R) symmetrisch, positiv definit.
Dann ist A + B positiv definit.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

15. Priifung Sommer 2017: Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei
B eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V. Dann ist die Abbildung

V = V* v+~ B(v,-) ein [somorphismus.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



16. Die Abbildung
R™ — R, v+ [|v||% = max{|v;|;1 <i < n}?
ist eine quadratische Form auf R".

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Donnerstag, den 19. April, vor 14:30 Uhr im HG J
68 in einem der Ficher beschriftet mit Abgabe.



