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Lösung 24:
Orthogonale Abbildungen, Jordan Normalform

(Teil 1)

1. a) Sei T eine Reflexion, und sei v ∈ V normiert (i.e. ‖v‖ = 1), sodass T |{v}⊥ =
I{v}⊥ . Um zu zeigen, dass T orthogonal ist, zeigen wir, dass T−1 = T ∗, da T−1

besonders leicht zu bestimmen ist. Alternativ könnte man auch direkt überprü-
fen, dass T die definierende Eigenschaft einer orthogonalen Abbildung besitzt.
Nach Anwendung des Gram-Schmidt Verfahrens auf {v}⊥ existiert eine ONB
(v1, . . . , vn) von V , sodass

T (vi) =

{
−vi falls i = 1

vi sonst.

Falls i = 1, dann ist

〈T (vi), vj〉 = −〈vi, vj〉 = −δij = 〈vi, T (vj)〉.

Andernfalls ist

〈T (vi), vj〉 = 〈vi, vj〉 = δij = 〈vi, T (vj)〉.

Somit ist T ∗ = T . Andererseits ist T 2(vi) = vi für alle 1 ≤ i ≤ n und folglich
T ∗ = T−1 wie gewünscht.

Sei nun T eine Rotation. Sei W = span{v1, v2}, wobei (v1, v2) eine ONB von
W ist, und sei

T (v1) = cosϑ v1 + sinϑ v2

T (v2) =− sinϑ v1 + cosϑ v2
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sowie T |W⊥ = IW⊥ . Nach Anwendung von Gram-Schmidt auf W⊥ erhalten wir
eine ONB B = (v1, . . . , vn) von V , sodass T (vi) = vi für alle 2 < i ≤ n.
Insbesondere ist

[T ]B =

cosϑ − sinϑ 0
sinϑ cosϑ 0
0 0 In−2

 .

Es folgt

[T ]TB [T ]B =

 cosϑ sinϑ 0
− sinϑ cosϑ 0

0 0 In−2

cosϑ − sinϑ 0
sinϑ cosϑ 0
0 0 In−2


=

cos2 ϑ+ sin2 ϑ 0 0
0 cos2 ϑ+ (−1)2 sin2 ϑ 0
0 0 In−2

 = In.

Da B eine ONB von V ist, folgt

[T ∗]B
(B ONB)
= [T ]TB = [T ]−1

B
([ST ]B = [S]B[T ]B)

= [T−1]B

und folglich ist T ∗ = T−1, da [·]B : End(V )→ Mn×n(R) injektiv ist. Also ist T
orthogonal.

b) 1. Sei B eine ONB von V , dann gilt [T ]TB [T ]B = I2. Sei [T ]B = ( a bc d ), dann folgt

I2 = [T ]TB [T ]B =

(
a2 + c2 ab+ cd
ab+ cd b2 + d2

)
.

Insbesondere existieren ϕ, ψ ∈ R, sodass

a = cosϕ, b = sinψ, c = sinϕ, d = cosψ.

Zudem ist

0 = ab+ cd =cosϕ sinψ + sinϕ cosψ

=sin(ϕ+ ψ)

und folglich ψ = −ϕ+kπ für ein k ∈ Z, und wir können ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, dass k ∈ {0, 1} ist. Falls ψ = −ϕ, dann ist

[T ]B =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Insbesondere ist mit B = (v1, v2) folglich

T (v1) = cosϕv1 + sinϕv2,
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T (v2) =− sinϕv1 + cosϕv2.

Somit ist T eine Rotation.
Andernfalls ist

[T ]B =

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
.

Das charakteristische Polynom von T ist also

charT (X) = −(cosϕ−X)(cosϕ+X)− sin2 ϕ = X2 − 1

und somit sind die Eigenwerte von T gleich 1 und −1.
Da [T ]B symmetrisch ist, ist andererseits [T ]B orthogonal diagonalisierbar,
d.h. es existiert eine orthogonale Matrix Q ∈ O(2), sodass

QT [T ]BQ =

(
λ1 0
0 λ2

)
und da Eigenwerte invariant sind unter Ähnlichkeit, gilt o.B.d.A. 1 = λ1 =
−λ2. Da Q invertierbar ist, ist Q = [IV ]

B
C für eine Basis C von V . Insbeson-

dere folgt also wegen QT = Q−1, dass(
1 0
0 −1

)
= QT [T ]BQ = [T ]C

und somit ist T eine Reflexion.
Obige Rechnung zeigt auch folgendes: Wenn T eine Reflexion ist, dann ist
det(T ) = −1 (setze X = 0). Falls andererseits T keine Reflexion ist, dann
ist T wie gezeigt eine Rotation, und es folgt

det(T ) = cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1.

Also ist det(T ) = −1 genau dann, wenn T eine Reflexion ist. Analog argu-
mentiert man dass det(T ) = 1 genau dann gilt, wenn T eine Rotation ist.

2. Seien S eine Rotation und T eine Reflexion. Dann ist

det(ST ) = det(TS) = det(T ) det(S) = −1

und somit sind ST und TS nach vorangehender Aussage Reflexionen.

c) Nach Umbenennung der Unterräume können wir annehmen, dass 1 ≤ k ≤ m
so gewählt ist, dass dim(Wi) = 1 genau dann gilt, wenn 1 ≤ i ≤ k ist. Im
Folgenden seien r = m − k. Nach Voraussetzung ist dim(V ) = k + 2r. Sei
B = (u1, . . . , uk, v1, w1, . . . , vr, wr) eine ONB von V , sodass

Wi =

{
span{ui} falls 1 ≤ i ≤ k

span{vi−k, wi−k} sonst
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gilt. Dann ist die Darstellungsmatrix von T bezüglich B eine Blockdiagonalma-
trix von der Form

[T ]B =



α1

. . .
αk

D1

. . .
Dr


,

wobei α1, . . . , αk ∈ R und D1, . . . , Dr ∈ M2×2(R) sind. Da T orthogonal und
da B eine ONB ist, folgt [T ]TB = [T ]−1

B . Folglich gilt αi ∈ {±1} und Di ∈ O(2).
Es ist

det(T ) = α1 · · ·αk det(D1) · · · det(Dr).

Wir wissen aus Aufgabe 1.a), dass αi bzw. det(Di) genau dann gleich −1 ist,
wenn T |Wi

eine Reflexion ist, und ansonsten ist αi bzw. det(Di) gleich 1. Somit
ist

det(T ) =

 ∏
1≤i≤k

T |Wi
Reflexion

αi


 ∏

k<i≤m
T |Wi

Reflexion

det(Di)



=

 ∏
1≤i≤k

T |Wi
Reflexion

(−1)


 ∏

k<i≤m
T |Wi

Reflexion

(−1)


=

∏
1≤i≤m

T |Wi
Reflexion

(−1) = (−1)s.

2. a) SeienW1, . . . ,Wm wie in der Voraussetzung zu Teilaufgabe 1.c) und nehmen wir
zudem an, dass 1 ≤ k ≤ l ≤ m gegeben sind, sodass dim(Wi) = 1 genau dann
gilt, wenn 1 ≤ i ≤ k ist, und dass für k < i ≤ m die Restriktion T |Wi

genau
dann eine Reflexion ist, wenn k < i ≤ l gilt. Angenommen k < i ≤ l, dann
existiert eine ONB (vi, wi) von Wi, sodass T (vi) = −vi und T (wi) = wi gelten.
Insbesondere ist

Wi = span{vi} ⊕ span{wi}
eine orthogonale Zerlegung von Wi in T -invariante Unterräume. Nachdem wir
diese Zerlegung für alle k < i ≤ l vorgenommen haben, erhalten wir eine neue
Zerlegung von V von der Form

V = W ′
1 ⊕ · · · ⊕W ′

k′ ⊕ · · · ⊕W ′
m′
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in T -invariante Unterräume, sodass für alle 1 ≤ i ≤ k′ gilt dim(W ′
i ) = 1 und für

alle k′ < i ≤ m′ gilt dim(W ′
i ) = 2 und T |W ′i ist eine Rotation.

Im Folgenden gehen wir, zwecks Effizienz der Notation, davon aus, dass die
Zerlegung von Anfang an so gewählt war. Wir wollen nun zeigen, dass Punkt
2 der Aussage für eine Zerlegung von V und Restriktion von T auf die in der
Zerlegung auftauchenden Unterräume erfüllt ist. Die anderen Punkte folgen dann
relativ leicht, wie wir am Schluss argumentieren werden. Sei

I = {1 ≤ i ≤ k | T |Wi
ist eine Reflexion}

und J = {1, . . . , k} \ I . Auf einem eindimensionalen K-Vektorraum ist jede
lineare Abbildung von der Form v 7→ λv mit λ ∈ K und es ist det(v 7→ λv) = λ.
Insbesondere ist

T |Wi
=

{
IWi

falls i ∈ J
−IWi

falls i ∈ I

Falls I = ∅, dann ist Punkt 2 der Aussage erfüllt. Sei also I 6= ∅. Die Idee
ist wie folgt: Seien i1, i2 ∈ I , dann ist T |Wi1

⊕Wi2
= −IWi1

⊕Wi2
eine Rotation

um Winkel π. Wir fassen soviele Paare wie möglich zusammen und erhalten am
Schluss maximal ein i, worauf T |Wi

noch eine Reflexion ist.

Formaler argumentiert, können wir nach Umbenennung annehmen, dass I =
{1, . . . , l} für ein 1 ≤ l ≤ k und J = {l + 1, . . . , k}. Sei

r =

{
l
2

falls l ≡ 0 mod 2
l−1
2

sonst

und definiere für 1 ≤ i ≤ r den Unterraum W ′
i = W2i ⊕W2i+1. Diese Unter-

räume sind paarweise orthogonale Unterräume von W1 ⊕ · · · ⊕ Wl und somit
ist

dim(W ′
1 ⊕ · · · ⊕W ′

r) = l − 1

und T |W ′i ist eine Rotation. Es gilt

V = W1 ⊕W ′
1 ⊕W ′

r ⊕Wl+1 · · · ⊕Wm,

und T |Wi
ist eine Rotation für alle l < i ≤ m nach Voraussetzung. Nach Umbe-

nennung haben wir also eine Zerlegung

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wm

gefunden, sodass T |W1 eine Reflexion ist, und T |Wi
für alle 1 < i ≤ m eine

Rotation ist.
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Es bleibt, explizit die Ti zu konstruieren und zu zeigen, dass alle Aussagen gelten.
Sei 1 ≤ i ≤ m, dann definieren wir Ti durch

Ti|Wj
=

{
T |Wi

falls j = i

IWj
sonst

und diese Abbildungen sind alle wohldefiniert, da V die direkte Summe der Wj

ist. Formaler wählt man eine ONB B = (u1, . . . , uk, v1, w1, . . . , vr, wr) von V
wie oben, d.h.

Wi =

{
span{ui} falls dim(Wi) = 1

span{vi−k, wi−k} sonst

und definiert Ti(uj) = T |Wi
(uj) falls i = j und Ti(uj) = uj sonst u.s.w. für

vj, wj .

Punkt 1 der Aussage folgt aus der Konstruktion und ebenfalls nach Konstruktion
ist keine der Abbildungen T2, . . . , Tm eine Reflexion und somit gilt Punkt 2 der
Aussage. Punkt 3 folgt aus der Tatsache, dass TiTj|Wk

= TjTi|Wk
für alle 1 ≤

k ≤ m gilt, da die Identität mit allen Endomorphismen kommutiert. Teil 4 gilt
aufgrund der Tatsache, dass nach Konstruktion

∀v ∈ B : T1 · · ·Tm(v) = T (v),

denn T1 · · ·Tm(v) = T |Wi
(v) für das eindeutige 1 ≤ i ≤ m mit v ∈ Wi, und

aufgrund der Tatsache, dass jede lineare Abbildung durch ihre Wirkung auf einer
Basis vollständig bestimmt ist. Punkt 5 folgt aus

det(T ) = det(T1) · · · det(Tm) = det(T1)

nach Punkt 2.

b) Sei V = W1⊕· · ·⊕Wm wie in Teilaufgabe a) gewählt, d.h. T |Wi
ist eine Rotation

für alle 1 < i ≤ m. Wir betonen an dieser Stelle, dass nach Definition die einzige
Rotation auf einem eindimensionalen Vektorraum die Identität ist. Man beachte,
dass für je zwei eindimensionale Unterräume Wi1 ,Wi2 worauf die Restriktionen
T |Wi1

bzw. T |Wi2
Rotationen sind, auch Wi1 ⊕ Wi2 ein Unterraum ist, worauf

T |Wi1
⊕Wi2

eine Rotation ist (da die Identität eine Rotation ist). Folglich können
wir annehmen, dass dim(Wi) = 2 für alle 2 < i ≤ m ist, wobei wir W2 aussch-
liessen, da wir nicht wissen, ob dim(W2 ⊕ · · · ⊕Wm) gerade ist. Im Folgenden
seien B1, . . . ,Bm ONB von W1, . . . ,Wm. Wir wissen aus der Vorlesung, dass die
geordnete Menge B = B1∪· · ·∪Bm erhalten aus “Aneinanderhängen” der Basen
eine ONB von V ist. Es gilt nach Teilaufgabe a)

[T ]B =[T1]B · · · [Tm]B
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=
m∏
i=1

Idim(W1⊕Wi−1) 0 0
0 [T |Wi

]Bi 0
0 0 Idim(Wi+1⊕···⊕Wm)


=

[T |W1 ]B1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · [T |Wm ]Bm

 .

Da die T |W2 , . . . , T |Wm alles Rotationen sind, und da wir angenommen haben,
dass dim(Wi) = 2 für alle i > 2, wissen wir aus Aufgabe 1.b), dass

[T |Wi
]Bi =

(
cosϑi − sinϑi
sinϑi cosϑi

)
für ein ϑi ∈ R gilt. Falls dim(W2) = 2, dann gilt dieselbe Aussage auch für
[T |W2 ]B2 . Andernfalls ist dim(W2) = 1 und somit folgt [T |W2 ]B2 = (1) wegen
det(T |W2) = 1. Schliesslich gilt es noch folgende Fälle zu unterscheiden: Falls
T |W1 eine Rotation ist, dann gelten dieselben Aussagen auch für [T |W1 ]B1 , an-
dernfalls ist nach Konstruktion dim(W1) = 1 und somit [T |W1 ]B1 = (−1). All
diese Fälle zusammen beweisen die Aussage.

Nach Konstruktion sind alle 1 × 1-Diagonalblöcke gleich 1, ausser möglicher-
weise [T |W1 ]B1 . Dieser Block ist genau dann nicht gleich 1, wenn T |W1 eine Re-
flexion ist und somit folgt die Aussage aus der Tatsache

det(T ) = det([T ]B) = det([T |W1 ]B1) · · · det([T |Wm ]Bm) = det([T |W1 ]B1).

c) Per definitionem ist O(3) ⊂ M3×3(R) die Menge der Matrizen A, sodass LA
eine orthogonale Abbildung ist. Aus Aufgabe 2.b) wissen wir, dass für jedes
A ∈ O(3) eine ONB B von R3 existiert, sodass

A = [LA]E3 ∼ [LA]B =

λ 0 0
0 a −b
0 b a


ist, wobei ∼ das Symbol für Ähnlichkeit sei und λ ∈ {±1} und a2 + b2 = 1
ist. Es folgt, dass ein ϑ ∈ R existiert, sodass a = cosϑ und b = sinϑ ist. Falls
A ∈ SO(3) ist, dann folgt aus

det(A) = det([LA]B) = λ(a2 + b2) = λ,

dass λ = 1 ist, und folglich ist A ähnlich zu einer Matrix

[LA]B =

1 0 0
0 cosϑ − sinϑ
0 sinϑ cosϑ

 .
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3. a) Man bemerkt, dass das Aufheben des Balles und – nach Ablauf der ersten Halb-
zeit – das erneute am selben Ort Ablegen des Balles die Distanzen der Punkte auf
der Oberfläche sowie das Zentrum des Balles erhält.

Unter Verwendung des angegebenen Theorems finden wir eine orthogonale Ab-
bildung T : R3 → R3, sodass wir den Ball zu Beginn der ersten Halbzeit mit S2

und zu Beginn der zweiten Halbzeit mit T (S2) identifizieren können. Wir wis-
sen aus Aufgabe 2., dass T eine Komposition von Rotationen und maximal einer
Reflexion ist.

Es ist klar, dass man nicht eine Reflexion auf einen Fussball anwenden kann, oh-
ne ihn dabei zu zerstören. Jede orthogonale Abbildung auf R3 die ein Produkt
ausschliesslich von Rotationen ist, besitzt einen Eigenvektor v ∈ S2 zum Eigen-
wert 1 wegen Aufgabe 2. b). Insbesondere sind also T (v) = v und T (−v) = −v
zwei Punkte auf dem Fussball, die nach Ablauf der ersten Halbzeit wieder auf
sich selber zu liegen kommen.

b) Man berechnet

‖v‖2 − 2〈v, w〉+ ‖w‖2 =〈v − w, v − w〉
=‖v − w‖2

=‖f(v)− f(w)‖2

=〈f(v)− f(w), f(v)− f(w)〉
=‖f(v)‖2 − 2〈f(v), f(w)〉+ ‖f(w)‖2

=‖v‖2 − 2〈f(v), f(w)〉+ ‖w‖2

und folglich ist
〈v, w〉 = 〈f(v), f(w)〉.

Wir sollten an dieser Stelle betonen, dass ‖f(v)‖ = ‖v‖ nicht eine Konsequenz
der isometrischen Eigenschaft von f ist, sondern eine Konsequenz der Voraus-
setzung f : S2 → S2 ist, denn daraus folgt ‖v‖ = 1 = ‖f(v)‖.

c) Es folgt aus Teilaufgabe b), dass das Bild von E3 unter f eine Orthonormalbasis
von R3 ist. Folglich gilt nach Teilaufgabe b)

f(v) =
3∑
i=1

〈f(v), f(ei)〉f(ei) =
3∑
i=1

〈v, ei〉f(ei).

Die Abbildung v 7→ T (v) =
∑3

i=1〈v, ei〉f(ei) ist auf ganz R3 definiert und
linear und liefert eine lineare Fortsetzung von f auf ganz R3. Zudem ist jede
lineare Fortsetzung durch T (ei) = f(ei) vollständig bestimmt. Es bleibt also nur
zu zeigen, dass T orthogonal ist. Es gilt

〈T (v), T (w)〉 =

〈
3∑
i=1

〈v, ei〉f(ei),
3∑
j=1

〈w, ej〉f(ej)

〉
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=
3∑

i,j=1

〈v, ei〉〈w, ej〉〈f(ei), f(ej)〉

=
3∑

i,j=1

〈v, ei〉〈w, ej〉〈ei, ej〉

=

〈
3∑
i=1

〈v, ei〉ei,
3∑
j=1

〈w, ej〉ej

〉
= 〈v, w〉

und somit ist T orthogonal.

d) Wir wissen, dass die Erweiterung T eine Komposition von Rotationen und maxi-
mal einer Reflexion ist. Wie in der Beweisskizze erklärt, kann in der Zerlegung
von T keine Reflexion vorkommen, ausser der Ball wird zerstört (was implizit
ausgeschlossen ist). Aus Aufgabe 2. b) wissen wir, dass eine ONB B von R3

existiert, sodass

[T ]B =

λ 0 0
0 cosϑ − sinϑ
0 sinϑ cosϑ


ist. Da T ein Produkt von Rotationen ist, gilt

1 = det(T ) = λ(cos2 ϑ+ sin2 ϑ) = λ

und somit besitzt T einen Eigenvektor v ∈ R3 \ {0} zum Eigenwert 1. Es sind
v
‖v‖ ,−

v
‖v‖ ∈ S

2 ebenfalls Eigenvektoren von T zum Eigenwert 1, die in S2 liegen,
und also folgt die Behauptung.

4. Wir verwenden Theorem 5 aus §5.2: ein Endomorphismus T ∈ End(V ) ist ge-
nau dann diagonalisierbar ist, wenn für alle λ ∈ σ(T ) gilt dimEλ = mλ(T ), und∑

λ∈σ(T ) mλ(T ) = dimV . Hier ist mλ(T ) die algebraische Multiplizität von λ bezüg-
lich T .

1.⇒ 2.: Angenommen T ist diagonalisierbar, dann ist

V =
⊕
λ∈σ(T )

Eλ ⊂
⊕

Λ∈σ(T )

Kλ ⊂ V

wegen Eλ ⊂ Kλ für alle λ ∈ σ(T ) und insbesondere

dim(V ) =
∑

λ∈σ(T )

dim(Eλ) ≤
∑

λ∈σ(T )

dim(Kλ) ≤ dim(V ).

Also ist dim(Eλ) = dim(Kλ) für alle λ ∈ σ(T ) und somit Eλ = Kλ für alle
λ ∈ σ(T ).
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2.⇒ 1.: Aus der Annahme folgt mλ(T ) = dimKλ = dimEλ. Da charT (X) nach
Voraussetzung in Linearfaktoren zerfällt, ist

∑
λ∈σ(T ) mλ(T ) = dimV , sprich

dim(
⊕
λ∈σ(T )

Eλ) = dim(V )

und also
⊕

λ∈σ(T ) Eλ = V und somit ist T diagonalisierbar.

5. Seien v, w ∈ V \ {0} und p, q ∈ N, sodass

γ1 =
(
(T − λI)p−1(v), . . . , v

)
,

γ2 =
(
(T − λI)q−1(w), . . . , w

)
,

und sei vorausgesetzt, dass (T − λI)q−1(w) 6= (T − λI)p−1(v). Angenommen, die
Aussage ist falsch, und u ∈ γ1 ∩ γ2. Angenommen

u = (T − λI)k(v) = (T − λI)l(w)

mit 0 ≤ k < p und 0 ≤ l < q. Für alle r ∈ N gilt folglich

(T − λI)k+r(v) = (T − λI)r(u) = (T − λI)l+r(w).

Insbesondere folgt aus der Minimalität von p und q, dass (T − λI)r(u) 6= 0 genau
dann, wenn r < p− k bzw. r < q − l und also ist p− k = q − l. Es folgt

(T − λI)p−1(v) = (T − λI)p−k−1(u) = (T − λI)q−l−1(w) = (T − λI)q−1(w),

im Widerspruch zur Voraussetzung.


