D-MATH Lineare Algebra I/11 HS 2017/FS 2018
Dr. Meike Akveld

Serie 26:

Sesquilinearformen und C-Skalarprodukte

1. Sei A € M, 4, (C).
a) Zeigen Sie, dass die Abbildung v : C" x C" — C definiert durch
y(u,v) == u*Av  (u,v € C")
eine Sesquilinearform ist.

“b) Eine Sesquilinearform v : V x V — C heisst nicht ausgeartet, wenn fiir alle
v € V\ {0} ein u € V existiert, sodass y(u,v) # 0 gilt. Zeigen Sie, dass
die Sesquilinearform aus Teilaufgabe a) genau dann nicht ausgeartet ist, wenn
A € GL,(C) ist.

“¢) Sei~y : V x V — C eine hermitesche Sesquilinearform auf einem endlichdimen-
sionalen komplexen Vektorraum V. Zeigen Sie, dass v genau dann positiv definit
ist, wenn eine geordnete Basis B von V' existiert, sodass die Darstellungsmatrix
Yg(y) von v beziiglich B positiv definit ist.

2. Zeigen Sie, dass die Abbildung C*xC? — C, (u,v) + {u,v) = u*Avmit A = (1}
ein komplexes inneres Produkt auf C? definiert. Berechnen Sie (u,v) fir u = (1 —
i,243i)Tundv = (2 +1i,3 — 2i)7.

3. Zeigen Sie, dass der C-Vektorraum (V/ (-, -)) der stetigen Funktionen f : [0, 27] — C
versehen mit der Paarung

(o) =5 [ TWatae (raev)

ein unitdrer Vektorraum ist.

Bitte wenden!



4. Sei V ein komplexer Vektorraum. Die Restriktion der skalaren Multiplikation C x
V' — V auf R x V definiert eine reelle Vektorraumstruktur auf V. Im Folgenden

schreiben wir Vi fiir die Menge V' versehen mit der Struktur eines K-Vektorraums,
wobei K € {R,C}.

a) Sei (-,-) ein komplexes inneres Produkt auf Vi. Zeigen Sie, dass Re(,-) ein
reelles inneres Produkt auf Vi definiert und beweisen Sie, dass Re(v, iv) = 0 fiir
allev € V gilt.

b) Sei (-, ) ein reelles inneres Produkt auf Vg, sodass fiir alle v € V' gilt (v, iv) = 0.
Zeigen Sie, dass die Paarung

(u,v)c = (u,v) +i(iv,v) (u,v € V)

ein komplexes inneres Produkt auf V- definiert.

5. (Parsevals Gleichung) Sei (V, (-, -)) ein unitdrer Vektorraum und sei S C V ein ortho-
normales Erzeugendensystem.

a) Sei v € V. Zeigen Sie, dass (v, s) = 0 gilt fiir alle bis auf endlich viele s € S.

b) Zeigen Sie, dass fiir alle v, v € V' die Paresval Gleichung gilt:

(u,v) = Z(u,s)(v,s)

seS

6. Sei (V, (-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum. Sei v : V. x V — C

eine Sesquilinearform auf V. Zeigen Sie, dass ein eindeutiges 7" € End (V) existiert,
sodass

Vu,v € V i y(u,v) = (Tu,v).

Siehe nachstes Blatt!



7. Online-Abgabe

1. Sei A € M,»,,(C) \ {0}, dann ist die Abbildung C* x C" — C, (u,v) ~ u’ Av
eine Sesquilinearform.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

2. Sei (V. (-, -)) ein unitdrer Vektorraum und sei ||-|| die induzierte Norm auf V/, d.h.
|v]] = /(v,v). Dann gilt:

v +w|| = ||v|| + ||w]] & I e C: v = w.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

3. Sei (V,(,)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum. Dann ist die Abbil-
dung @ : V — V*, &(v)(w) = (v, w) ein Isomorphismus.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

4. Sei V ein komplexer Vektorraum. Ein inneres Produkt auf V' ist insbesondere eine

Bilinearform auf V.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



5. Fiir welche der folgenden Matrizen ist die zugehorige Sesquilinearform hermitesch?

1 2 3+i
(a) 2 i —2i
3—i 2 0
3 4+i 7

® |4—-i -7 —2-8i
7 248 2

4 4 1-i
(©) 4 2 3
“14i 3 V3

6. Die Menge der hermiteschen Matrizen

H = {A € Myyn(C) | A* = A}

ist ein Unterraum des C-Vektorraums M,, ., (C).

(a) Richtig.

(b) Falsch.

7. Die Dimension des Unterraums

Sym, (C) = {A € Myyn(C) | AT = A}

des C-Vektorraums M,, ., (C) betrégt

(a) n.

b) nln+1).
(C) TL(TL2+1)

(d) n(anl) .

Siehe nichstes Blatt!



8. Die Dimension des Unterraums
Sym,,(C) = {A € M,x,(C) | AT = A}

des R-Vektorraums M,, «,,(C) betragt

(a) n>.

(®) n(n+1).
(C) n(n;—l) .
(d) n(n2—1) .

9. Die Dimension des Unterraums der hermiteschen Matrizen
H={A€ M,,(C) | A* = A}

von M,,«,(C) betrigt

(a) n’.

() n(n+1).
(C) n(n2+1)

(d) n(n2—1) .

10. Priifung Sommer 2017: Sei V' ein komplexer Vektorraum. Fiir jede hermitesche
Form~y:V xV — Cgilt y(u,u) € Rfuralleu € V.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



11. Priifung Winter 2018: Fiir alle u,v € C™ und fiir alle A € M,,,,(C) gilt u*Av =
(u* Av)T.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

12. Priifung Winter 2018: Sei V' ein komplexer Vektorraum. Fiir jede Sesquilinear-
form~y:V xV — CgiltVu € V : y(u,u) € R.

(a) Wabhr.

(b) Falsch.

Sei v : C x C — C gegeben durch 7(s,t) = ist. Dann ist v eine Sesquilinearform,
aberes gilt y(1,1) =1 ¢ R.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Donnerstag, den 17. Mai, vor 14:30 Uhr im HG J
68 in einem der Ficher beschriftet mit Abgabe.



