Priifungsaufgaben

1. (30 Punkte) Kreuzen Sie direkt auf dem Aufgabenblatt an, ob die Behauptungen WAHR
oder FALSCH sind. Sie miissen Ihre Antworten nicht begriinden!
Bewertung:

e 1 Punkt fiir jede richtige Antwort,

e 0 Punkte fiir jede falsch oder nicht beantwortete Frage.

Wahr Falsch

i) Seien A und B zwei beliebige Mengen. Wenn A N B = AU B, dann gilt 0o O
A=B.
ii) Sei X eine beliebige Menge, seien A, B C X, dann gilt o O

AN(BUA)=0.
iii) Die Vorschrift G = N, a % b := min{a, b} definiert eine Gruppe (G, *). o O
iv) Seien X, Y Mengen, f : X — Y eine Abbildung, A1, As C X, dann gilt O O
f(AL N Az) = f(A1) N f(Ag).
v) Seien p1, p2 € P(R) mit deg(p;) = deg(p2) = n, dann ist O d

deg(p1 + p2) = n.

vi) Sei U ein Unterraum eines Vektorraumes V und v, w € V, v # w. Es ist 0 O
moglich, dass die Nebenklasse v + U in w + U enthalten ist.

vii) Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Seien S1, S5 C V Teilmen- O O
gen. Dann gilt

span(S; U S3) = span(Sy) U span(.Ss).

viii) Seien V ein Vektorraum, S C V eine Teilmenge und W ein Unterraum 0o O
von V. Wenn S C W, dann gilt W C span(.5).

ix) Sei V ein Vektorraum mit einem unendlichen Erzeugendensystem. Dann 0 O
ist V unendlich-dimensional.

Bitte wenden!



x) Seien T € Hom(V, W) und vy,...,v, € V mit {T(v1),...,T(v,)}
linear unabhingig. Dann ist die Menge {v1, ..., v, } linear unabhingig.

xi) Seien B und C zwei geordnete Basen eines Vektorraumes V. Dann sind
die Mengen 5 und C gleich.

xii) Seien V ein Vektorraum und Wy, Wy C V Unterrdume mit dim W; = m;
fiiri = 1,2 und sei W; & Wy = V. So gilt

dim (Wl D WQ) =mi + ms.

xiii) Sei V ein dreidimensionaler Vektorraum und seien Uy, Us C V Unterriu-
me mit dim(U;) = 1,dim(Uz) = 2. Dann gilt

V =U; + Us.

xiv) Seien V und W Vektorrdume, vi,v2 € V und wi,ws € W beliebig.
Dann existiert eine lineare Abbildung 7" : V' — W mit T'(v;) = w; und
T(UQ) = wsy.

xv) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und W C V ein nicht-
trivialer Unterraum. So ist

dim(V')

dim (V/W) = Tm(W)’

xvi) Sei T' € Hom(V, W). Falls das Bild von T eine Basis von W enthilt, ist
T surjektiv.

xvii) Jeder Unterraum eines Vektorraumes V ist der Kern einer linearen Abbil-
dung T' € Hom(V, W) fiir einen geeigneten Vekorraum W.

xviii) Jede Basiswechselmatrix ist invertierbar.

xix) Seien U, V, W Vektorraume mit geordneten Basen A, 5, C. Gegeben seien
lineare Abbildungen 7 : U — V und S : V — W, dann gilt

[S oS =[T1515)5 -

xx) Seien V, W endlichdimensional, T € Hom(V, W) so gilt: T" ist genau
dann injektiv, wenn die duale Abbildung 7" : W* — V* surjektiv ist.

xxi) Die Transponierte einer Elementarmatrix ist wieder eine Elementarma-
trix.
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Siehe nichstes Blatt!



Wahr Falsch

xxii) Sei A € M,,»1(K)und B € M, (K) mit n > 1. Dann ist es moglich,
dass Rang(AB) = n.

xxiii) Die Elementarmatrizen in M, (K) zusammen mit der Matrixmultipli-
kation bilden eine Gruppe.

xxiv) Fiir eine quadratische Matrix A gilt fiir jedes n € N
Rang (A"™) > Rang (A”‘H) .
xxv) Seien A, B € Gl,(R), dann gilt
Rang(AB) = Rang(BA).

xxvi) Das inhomogene System AX = b habe mindestens zwei Losungen. Dann
ist der Kern von L 4 mindestens zweidimensional.

xxvii) Sei (A’|0') entstanden aus (A|b) durch eine endliche Folge von elementa-
ren Spaltenumformungen. Dann sind die Systeme (A’|0’) und (A|b) dqui-
valent.

xxviii) Sei A eine n x n Matrix von Rang n. Dann ist die Zeilenstufenform von
A die Identitdtsmatrix I,,.

xxix) Sei A € M,,x,(R). Dann gilt det(AT) = — det(A).

xxx) Sei F eine Elementarmatrix, so gilt det(E) = +1.
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2. (15 Punkte)
a) Sei M eine Menge. Geben Sie die Definition einer Aquivalenzrelation auf M.

b) Beweisen Sie die folgende Aussage: Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation
auf M, so giltVa,b € M : [a] N [b] # 0 < [a] = [b].

¢) Betrachten Sie die folgende Relation auf R? \ {(0,0)}:

(z )~ (2 ) o entweder r1 = 29 =0
LYl 2,42 oderes giltzy 0Nz #ON L2 = 22

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation definiert.

d) Finden Sie eine explizite Beschreibung der Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation aus
Teil ¢) und charakterisieren Sie die Aquivalenzklassen geometrisch.

3. (15 Punkte)

a) Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Beweisen Sie, dass die Schnittmenge einer
beliebigen, nicht-leeren Menge von Unterrdumen von V' wieder ein Unterraum ist.

b) Zeigen Sie, dass die Vereinigung zweier Unterrdume eines Vektorraumes im Allgemeinen
kein Unterraum ist.

¢) Beweisen Sie folgende Aussage: Sei V' ein nicht-trivialer, endlichdimensionaler Vektor-
raum {iber einem Korper K und sei S C V eine Teilmenge. Wenn sich jeder Vektor
v € V auf eindeutige Weise als Linearkombination der Elemente von S darstellen lésst,
dann ist S eine Basis von V.

d) Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussage: Sei V' ein Vektorraum mit dim(V') = 4.
Dann gibt es ein f € V* mit dim(Ker(f)) = 2.

4. (15 Punkte)

a) Seien V, W Vektorridume iiber K und T' € Abb(V, W) beliebig. Wann ist T eine lineare
Abbildung? Zeigen Sie, dass Hom(V, W) # (.

b) Geben Sie (ohne Beweis) die natiirliche Vektorraumstruktur auf Abb(V, W) an und zei-
gen Sie, dass Hom(V, W) C Abb(V, W) ein Unterraum ist.

¢) Seinun 7" : Mayo(R) — Mayo(R) die Abbildung definiert durch T'(M) = M A fiir alle
M € Msy2(R), wobei A = ( 3 Z) Zeigen Sie, dass 7' eine lineare Abbildung ist.

d) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix [Tz von T fiir die geordnete Basis

a= (=5 0) 2= (o o) 5= 5) =5 1)

von MQXQ(R).

Siehe nichstes Blatt!



5. (15 Punkte) Im Folgenden sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und B eine
geordnete Basis von V. Wir definieren fiir Endomorphismen von V' die Spur durch

tr(T) := tr([T]g) (T € End(V)),
wobei die Spur einer Matrix A € M,, ,,(K) definiert ist durch tr(A) := """ | Aj;.
a) Zeigen Sie, dass fiir S, 7" € End(V) gilt tr(ST) = tr(T'S).

b) Zeigen Sie, dass die Spur tr : End(V) — K linear und von der Wahl der Basis B
unabhéngig ist.

¢) Sei T' € End(V). Zeigen Sie, dass fur die zu 7" duale Abbildung 7 € End(V™*) gilt
tr(77) = tr (7).

6. (15 Punkte)

a) Beweisen Sie: Das Gleichungssystem AX = b besitzt mindestens eine Losung genau
dann, wenn Rang(A) = Rang(A | b).

b) Seien

1 1 A 1
A= | 3 4 4N —2 | € M3x3(R), b= 2 | eR3.
-3 —A—3 —2)242 —4

Losen Sie das Gleichungssystem AX = b in Abhingigkeit des Parameters .

7. (15 Punkte)

a) Sein € Nungerade und A € M,,«,(R) eine schiefsymmetrische Matrix.
1. Beweisen Sie, dass det(A) = 0.

2. Zeigen Sie mit Hilfe eines Beispiels, dass die Aussage fiir gerade n nicht gelten muss.

b) Wir definieren A,, € M, x,(R) wie folgt: Auf und unterhalb der Diagonalen ist jeder
Eintrag gleich 1 und oberhalb der Diagonalen sind alle Eintrige gleich 5:

1 5 )

A, = 1 1
.5
1 1 1

Berechnen Sie det(A,,) fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1.
¢) Seien A, B € Gl,,(R). Berechnen Sie

det(BATB™Y) - det (B"H)TA™HBAT)T +1,) - det(A™1).



