D-MATH/D-PHYS Lineare Algebra I HS 2016
Dr. Meike Akveld

Musterlosung

2. a) Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R C M x M. Wir schreiben a ~ b fiir
(a,b) € R.Eine Aquivalenzrelation M ist eine Relation auf M mit den folgenden
Eigenschaften:

o Ristreflexiv,d.h.Va e M :a ~ a,
e R ist symmetrisch, d.h.Va,b € M :a ~ b= b~ a,und
e Rist transitiv,d.h.Va,b,ce M :a~bAb~c=a~ c.

b) Wir erinnern uns, dass [a]| ={b€ M |a~b}.

“=" Sei ¢ € [a] N [b], dann gelten a ~ cund b ~ c. Symmetrie impliziert ¢ ~ b
und Transitivitdt impliziert a ~ b und aus Symetrie folgt also b ~ a. Sei
d € [a], dann ist a ~ d, wegen Transitivitit also b ~ d und folglich d € [b].
Dies zeigt [a] C [b]. Sei nun d € [b], dann ist b ~ d und wegen Transitivitit
auch a ~ d. Also ist d € [a]. Dies zeigt [b] C [al.

“=” Daa ~ a, gilta € [a]. Falls [a] = [b], dann folgt also a € [a] N [b].

¢) Reflexivitiit Sei (z,y) € R?\ {(0,0)}. Falls z = 0, dann ist (0, y) ~ (0,y) nach

Definition. Andernfalls gilt sicherlich £ = £ und somit (z,y) ~ (z,y).

Symmetrie Seien (x1,%1), (2,72) € R*\ {(0,0)} und (z1,y1) ~ (w9, ys). Falls
x1 = x9 = 0, dann (0, y2) ~ (0,y;) und folglich (2, y2) ~ (z1,y1). Andern-
falls gilt 2+ = 22 und somit auch 22 = %, also ist (za, y2) ~ (21, 1)

Transitivitiit Seien (z1,v1), (2, y2), (z3,93) € R*\ {(0,0)} mit (x1,y1) ~
(2,y2) und (z2,y2) ~ (x3,y3). Falls z; = 0, dann ist zo = 0 wegen
(x1,y1) ~ (x2,y2) und folglich auch z3 = 0 wegen (z2,y2) ~ (z3,Ys3).
Wegen (0,y1) ~ (0,y3) folgt (z1,y1) ~ (z3,ys3). Andernfalls folgen auf die-
selbe Weise x1 # 0, 9 # 0 und x3 # 0. Wegen (z1,y1) ~ (x2,y2) und
(x2,y2) ~ (z3,y3) gelten L =2Lund £ = Z—i Insbesondere also £ = g—j
und somit (z1,41) ~ (23,93).

Bitte wenden!



d) Geometrisch beschreibt die Relation die Menge der Geraden durch den Ursprung.

a)

b)

¢)

Genauer: Seien (z,y), (z/,y/) € R*\ {(0,0)}. Dann gilt (z,y) ~ (z/,y’) genau
dann, wenn (x,y) und (2/,y') auf einer Gerade liegen, bzw. wenn (z',y') =
c(x,y) furein c € R.

Sei also (z,y) ~ (2/,4'). Falls x = 0, dann ist ' = 0. Day # 0 und v’ # 0,
existiert ¢ € R, so dass ¢’ = cy und also (z/,y') = (0,9) = (0,cy) = c(x,y).
Andernfalls gilt z # 0, also auch 2’ # 0 und ¢ = gyc—: Es folgt ¢ = %y und
= %x bzw. (2',y) = %(:p, y). Somit haben wir gezeigt, dass (z',y’) auf der
Geraden durch den Ursprung und durch (z,y).

Es liege nun (2/,y’) auf der Geraden durch (0,0) und (z,y), d.h. (z/,y) =
(cx,cy) = c(x,y). Falls x = 0, dann ist 2’ = cz = 0 und folglich (z/,y') =
(0,cy) ~ (0,y) = (z,y). Andernfalls sind 2’ = cz # 0 sowie x # 0 und also

% =% = Yynd somit (¢/,y') ~ (x,y).

Sei (z,y) € R?\ {(0,0)}. Falls z = 0, dann ist die Gerade durch (0,0) und
(x,y) gegeben durch R(0, 1), und folglich [(0, 1)] = [(z, y)]. Falls  # 0, dann ist
(1, £) auf der Geraden durch (0, 0) und (2, %), und folglichist [(1, £)] = [(x, y)].
Die Menge der Aquivalenzklassen ist also explizit gegeben durch

{[O, D1} Lu{[@ ]| reR}.

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und I # () eine Indexmenge, so dass
U; C V fiir jedes i € [ ein Unterraum von V' ist. Sei W := (., U;. Wir zeigen,
dass W ein Unterraum von V ist.

“W 07 Viel:0eU,folglich0 € (,,;U; = W und also W # 0, da
I#0.

“LweWAeW v+ weW?: ve W we W implizieren v, w € U, fir
alle 2 € I, und da U; fiir jedes ¢« € [ ein Unterraum ist, gilt auch v + Aw € U;
fir alle s € 1. Folglichistv + Aw € (,., U, = W.

el 7

el

Betrachte die beiden Unterrdume
Uy ={(z,0" |z € R} CR*und U> = {(0,y)" | y € R} C R*.

Dann ist (1,1) ¢ U; U Us, da ansonsten entweder (1,1) = (x,0) fir ein z € R,
oder (1,1) = (0,y) fiir ein y € R, was absurd ist, da 1 # 0. Andererseits ist
(1,1) = (1,0) + (0, 1) eine Linearkombination von Elementen in U; U U,. Wire
U; U Us ein Unterraum, so wire also (1,1) € U; U U,. Widerspruch!

Eine Basis ist per Definition ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem. Nach
Annahme ist S ein Erzeugendensystem von V. Wir miissen also nur zeigen, dass
S linear unabhingig ist, d.h. 0 ldsst sich nicht als nicht-triviale Linearkombina-
tion endlicher Teilmengen von S darstellen. Seien ug, ..., u, € S verschieden

Siehe nichstes Blatt!



d)

a)

b)

und Oy = >0 Nu; mit Ay,...,\, € K.DaVv € V : Oy = 0- v, ist auch
Oy = > i~ 0-u;. Wegen der Eindeutigkeit gilt also \; = Ound da uy, ..., u, € S
beliebig waren, ist .S somit linear unabhéngig.

Da f € V* = Hom(V, K), gilt dim Im(f) < dim K = 1. Wegen der Dimensi-
onsformel ist also

dim Ker(f) = dim(V) — dim Im(f) > dim(V) — 1 = 3.

Die Aussage ist also falsch.

T € Abb(V, W) ist linear, falls fiir alle v, v;, vo € V und fiir alle A € K gelten
T(U1 + ?JQ) :T(Ul) -+ T("Uz)
T(A\v) =AT(v).
(Alternativ ist T’ linear, falls fiir alle v1, v, € V und fiir alle A € K gilt

T(v1 + Avg) = T(v1) + AT (v2).)

Die Abbildung 7 : V' — W definiert durch Tj(v) = Oy fiir alle v € V ist linear.
Tatsdchlich gelten fiir beliebige vy, vo € V und beliebiges A € K: Ty(v1+Avg) =
Ow und Ty(v1) + ATo(ve) = O + MOy = Ow, also auch

TO(Ul + )\Ug) = TO(Ul) + )\To(vg).
Es ist also Ty € Hom(V, W) und folglich Hom(V, W) # ().

Abb(V, W) ist ein Vektorraum iiber K, wobei fiir T, 77, T, € Abb(V, W) sowie
N € K gilt
(Tl + TQ)(’U) Z:T1<U) + TQ(U) (U S V)
(AT)(v) :=XT(v) (veV)

Das neutrale Element in Abb(V, W) ist die Abbildung 7 aus Teilaufgabe a), da
(T 4+ To)(v) = T(v) + To(v) = T'(v) + O = T'(v) fiir alle v € V und somit
T+Ty="1T.

Wir haben in Teilaufgabe a) bereits gezeigt, dass 7o € Hom(V, ). Somit reicht
es zu zeigen, dass aus 77, T, € Hom(V, W), A € K folgt T1+ AT, € Hom(V, W).
Seien vy, vy € V beliebig und sei 4 € K, dann ist

(Th + AT3)(v1 + pw2) =Ti (o1 + pv2) + (AT2) (pw2)

=T1(v1) + pTi(ve) + ATo(v1) + pATo(v2)
:(Tl + )\Tg)(’Ul) + N(Tl + )\Tg)(vg)

und somit ist 77+ 75 linear. Folglich ist Hom(V, W) ein Unterraum von Abb(V, W).

Bitte wenden!



¢) Seien My, My € Msyo(R), sei A € R, dann ist wegen in der Vorlesung gezeigter
Eigenschaften der Matrixmultiplikation

und somit 7" linear.

d) Wir erinnern uns, dass [T'|z = (t;j)1<i,j<4, Wobei

Wir berechnen

3 2
-1 4
3 2
0 0
und es folgt
3 -1 0 0
2 4 0 0
Tls=10 o 3 1
0 0 2 4

5. Im Folgenden ist n := dim V.

a) Wir haben in der Vorlesung gezeigt, dass [T'S]|z = [T5]S]s. Es reicht also zu
zeigen, dass fiir A, B € M, «,(K) gilt tr(AB) = tr(BA). Tatsichlich ist

tr(AB) = i(AB)ii = i i Ak Bri

i=1 i=1 k=1

k=1 i=1 k=1 i=1

_ Xn:(BA)kk — tr(BA).

Siehe nachstes Blatt!



b)

a)

Wir haben in der Vorlesung gezeigt, dass ||z : End(V) — M, x,(K) ein Iso-
morphismus ist und insbesondere linear. Es gilt also

tl"(T + )\S) = tr([T]B + /\[S]B)

und folglich reicht es zu zeigen, dass tr : M, ,(K) — K linear ist. Seien also
A,B € Myxn(K)und A € K, dann ist

n n

tr(A+AB) =) (A+AB)i =Y (Ai+ A\By)

=1 i=1
=3 A+ > Bi = tr(A) + Mr(B)
=1 =1

wie gewiinscht.

Sei C eine weitere geordnete Basis von V/, dann gilt:
VT € End(V) : [T]e = [Iv]5[T]s[Iv]e,

wobei Q := [I/]§ € Gl,(K) die Basiswechselmatrix von B nach C ist. Es gilt
[I]% = Q7' und folglich

tr([Te) = r(Q ' [T15Q) = tx([T]5QQ ") = tr([T]s)
unter Verwendung dessen, was wir in Teilaufgabe a) gezeigt haben.

Sei B* die zu B duale Basis, dann haben wir in der Vorlesung bewiesen, dass
[T*)5+ = [T]% und folglich ist

(1) = tr([T15)
und es reicht zu zeigen, dass
VA € Myyn(K) : tr(A) = tr(AT).
Da (AT); = Ay fiiralle 1 < i < n folgt sofort

(A7) = (AT)a =) A = tr(A).

=1 i=1

Seien A € M,,»n(K), b € K™, dann besitzt AX = b genau dann eine Losung,
wenn b € Im(Ly), wobei Ly : K™ — K™ die Abbildung L4 (z) := Ax ist. Wir
haben in der Vorlesung gezeigt, dass Im(L,) = span{A®M, ... A™}, wobei
AU) die j-te Spalte von A ist. Es folgt

Jz € K": Az = b <b € span{AY, ..., AM})

Bitte wenden!



espan{AW . AMY =gpan{AD . AM b}
©lIm(Ly) = Im(Lap)

& dimIm(L,) = dim Im(Lap))

<Rang(La) = Rang(Lap)),

wobei wir fiir die zweitletzte Aquivalenz verwendet haben, dass fiir einen end-
lichdimensionalen V' Vektorraum und einen Unterraum W C V genau dann
V =W gilt, wenn dim V' = dim W.

b) Wir verwenden elementare Zeilenumformungen:

1 1 A 1
(A]b) 2= (o 1 A—2 ~1
ZEANG N —2A2 430 4+2 —1

11 A 1

ZstA2 g A —2 _1
00 —XN24+A4+2 —1—2)\

10 9 9

e A —2 —1
00 = N4+XA+2 —1-2)\

Da —A\? + A+ 2= —(\ —2)(\ + 1), miissen wir drei Fille unterscheiden.
“\ = 2”: Falls A\ = 2, dann ist

10 2 2 102 2
01 A—2 -1 =101 0 -1
00 —A+A+2 —1-2A 000 -3

und folglich 3 = Rang(A | b) # Rang(A) = 2. Also besitzt das System
AX = bkeine Losung.
“\N = —1”: Falls A\ = —1, dann ist

10 2 2 10 2 2
01 A—2 -1 =101 =3 -1
00 =AN+XA+2 —1-\ 00 0 O

und 2 = Rang(A | b) = Rang(A). Folglich besitzt AX = b eine Losung und
fiir jede Losung x € R3 ist die Losungsmenge gegeben durch z + Ker(L ).
Wir berechnen Ker(L 4). Wir haben in der Vorlesung gezeigt, dass

VF € Gl (K)VYM € My un(K) : Ker(Lgy) = Ker(Lyy)
folglich ist
Ker(L,) = Ker(Lg)

Siehe nichstes Blatt!



wobei
2

-3
0

Da Rang(B) = 2, ist dimKer(Lg) = 1 und also folgt aus (—2,3,1)7 €
Ker(Lp), dass

1
B=10
0

[ )

—2
Ker(Ly) =R | 3
1
Des Weiteren haben wir in der Vorlesung gezeigt, dass das Gleichungssystem

AX = bund das Gleichungssystem BX = ¢ mit ¢ = (2, —1,0) dquivalent
sind, sprich fiir # € R3 gilt Ax = b genau dann, wenn Bz = c. Wir berechnen

1 0 2 0 2
01 -3 21 =1|-1
00 O 1 0

Folglich ist die Losungsmenge von AX = b gegeben durch

0 —2
Liax—p = 21+t 3 teR
1 1

(Alternativ bestimmt man die Losungsmenge durch einsetzen:

1 0 2 2 r+2z = 2
01 -3|-1 |=y—3 = —1
00 O 0 z = z

und folglich ist L4, = {(2,—1,0) + 2(—=2,3,1) | z € R}.)
“\2 — X\ — 2 0”: Falls A\ # 2und \ # —1, dann ist Rang(B) = 3 und folglich
B € Gl3(R), wobei mit § := —\2 + X\ + 2

10 2 100\ /10 2
B=101Xx=2|l=(010]]0 1 Xx=2
00 o 0046/ \00 1
und folglich
10 2\ '/100"
B1t=101 \x=2 010
00 1 00 ¢
10 -2 10 0 10 —21!
=01 2=x][01 0]=(01 (2=X5"
00 1 00 ¢! 0 0 51

Bitte wenden!



Wegen der Aquivalenz von AX = bund BX = cfirc = (2,—-1,-\ — 1)T
und der Invertierbarkeit von B folgt Zax—y = Lpx—c = {B~'c} und also

2—-20"H=A—1) 1 2A—6
.,fAX:b - —1+ (2A)571(—A— ].) - m 4—2)\
SH=A=1) N 1
(Losen mittels einsetzen in ZSF (wie im Falle A\ = —1) ist auch okay!)
i. A € M,x,(R) ist genau dann schiefsymmetrisch, wenn A7 = —A. Wir

wissen aus der Vorlesung, dass det(AT) = det(A). Folglich
det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)" det(A)

unter verwendung der Multilinearitédt und unter Verwendung von n ungerade
folgt det(A) = —det(A). Da A € M, +,(R) ist auch det(A) € R und es
folgt det(A) = 0.

ii. Sei A = (97"), dannist AT = (% {) = —A und somit A schiefsymme-
trisch. Andererseits ist det(A) =0 — (—1) = 1.

b) Wir wenden Spaltenugnformungen der Form S — 580 fiir 2 < 7 < n anund

erhalten eine Matrix A,,, wobei fiir 2 < j < n gilt

5-5=0 fallsi < j

A = (SO — 55M). = (§0)). — 5(SM), =
(An)iy = o= (S —s(sW) =02

und insbesondere ist A,, eine obere Dreiecksmatrix mit Eintrag

~ 1 falls7 =1
—4 sonst

Da die Determinante einer Dreiecksmatrix gleich dem Produkt der Diagonalein-

trige ist, und mit det(A, ) = det(A,,) (was in der Vorlesung gezeigt wurde) folgt
det(A,) = (—4)" 1

¢) Wir schreiben M~ := (M~1)T = (M™*)~! und berechnen

det(BATB ') det(B~" A~ (BA™)T + 1)) det(A™)
=det(BAT"B ') det(B~TAT*ABT + I,) det(A™)
=det(BATB™) det(21,,) det(A™)
= det(B) det(A”) det(B~1)(2") det(A™!) = 2"
———— ——

=det(A) =det(B)~! det(A)~1



