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Musterlösung

2. a) Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R ⊂ M ×M . Wir schreiben a ∼ b für
(a, b) ∈ R. Eine ÄquivalenzrelationM ist eine Relation aufM mit den folgenden
Eigenschaften:

• R ist reflexiv, d.h. ∀a ∈M : a ∼ a,
• R ist symmetrisch, d.h. ∀a, b ∈M : a ∼ b⇒ b ∼ a, und
• R ist transitiv, d.h. ∀a, b, c ∈M : a ∼ b ∧ b ∼ c⇒ a ∼ c.

b) Wir erinnern uns, dass [a] = { b ∈M | a ∼ b }.

“⇒” Sei c ∈ [a] ∩ [b], dann gelten a ∼ c und b ∼ c. Symmetrie impliziert c ∼ b
und Transitivität impliziert a ∼ b und aus Symetrie folgt also b ∼ a. Sei
d ∈ [a], dann ist a ∼ d, wegen Transitivität also b ∼ d und folglich d ∈ [b].
Dies zeigt [a] ⊂ [b]. Sei nun d ∈ [b], dann ist b ∼ d und wegen Transitivität
auch a ∼ d. Also ist d ∈ [a]. Dies zeigt [b] ⊂ [a].

“⇐” Da a ∼ a, gilt a ∈ [a]. Falls [a] = [b], dann folgt also a ∈ [a] ∩ [b].

c) Reflexivität Sei (x, y) ∈ R2 \{(0, 0)}. Falls x = 0, dann ist (0, y) ∼ (0, y) nach
Definition. Andernfalls gilt sicherlich y

x
= y

x
und somit (x, y) ∼ (x, y).

Symmetrie Seien (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 \{(0, 0)} und (x1, y1) ∼ (x2, y2). Falls
x1 = x2 = 0, dann (0, y2) ∼ (0, y1) und folglich (x2, y2) ∼ (x1, y1). Andern-
falls gilt y1

x1
= y2

x2
und somit auch y2

x2
= y1

x1
, also ist (x2, y2) ∼ (x1, y1).

Transitivität Seien (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) ∈ R2 \ {(0, 0)} mit (x1, y1) ∼
(x2, y2) und (x2, y2) ∼ (x3, y3). Falls x1 = 0, dann ist x2 = 0 wegen
(x1, y1) ∼ (x2, y2) und folglich auch x3 = 0 wegen (x2, y2) ∼ (x3, y3).
Wegen (0, y1) ∼ (0, y3) folgt (x1, y1) ∼ (x3, y3). Andernfalls folgen auf die-
selbe Weise x1 6= 0, x2 6= 0 und x3 6= 0. Wegen (x1, y1) ∼ (x2, y2) und
(x2, y2) ∼ (x3, y3) gelten y1

x1
= y2

x2
und y2

x2
= y3

x3
. Insbesondere also y1

x1
= y3

x3
und somit (x1, y1) ∼ (x3, y3).
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d) Geometrisch beschreibt die Relation die Menge der Geraden durch den Ursprung.
Genauer: Seien (x, y), (x′, y′) ∈ R2 \ {(0, 0)}. Dann gilt (x, y) ∼ (x′, y′) genau
dann, wenn (x, y) und (x′, y′) auf einer Gerade liegen, bzw. wenn (x′, y′) =
c(x, y) für ein c ∈ R.

Sei also (x, y) ∼ (x′, y′). Falls x = 0, dann ist x′ = 0. Da y 6= 0 und y′ 6= 0,
existiert c ∈ R, so dass y′ = cy und also (x′, y′) = (0, y′) = (0, cy) = c(x, y).
Andernfalls gilt x 6= 0, also auch x′ 6= 0 und y

x
= y′

x′
. Es folgt y′ = x′

x
y und

x′ = x′

x
x, bzw. (x′, y′) = x′

x
(x, y). Somit haben wir gezeigt, dass (x′, y′) auf der

Geraden durch den Ursprung und durch (x, y).

Es liege nun (x′, y′) auf der Geraden durch (0, 0) und (x, y), d.h. (x′, y′) =
(cx, cy) = c(x, y). Falls x = 0, dann ist x′ = cx = 0 und folglich (x′, y′) =
(0, cy) ∼ (0, y) = (x, y). Andernfalls sind x′ = cx 6= 0 sowie x 6= 0 und also
y′

x′
= cy

cx
= y

x
und somit (x′, y′) ∼ (x, y).

Sei (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}. Falls x = 0, dann ist die Gerade durch (0, 0) und
(x, y) gegeben durch R(0, 1), und folglich [(0, 1)] = [(x, y)]. Falls x 6= 0, dann ist
x(1, y

x
) auf der Geraden durch (0, 0) und (x, y), und folglich ist [(1, y

x
)] = [(x, y)].

Die Menge der Äquivalenzklassen ist also explizit gegeben durch{
[(0, 1)]

}
t
{
[(1, r)] | r ∈ R

}
.

3. a) Sei V ein Vektorraum über einem Körper K und I 6= ∅ eine Indexmenge, so dass
Ui ⊂ V für jedes i ∈ I ein Unterraum von V ist. Sei W :=

⋂
i∈I Ui. Wir zeigen,

dass W ein Unterraum von V ist.

“W 6= ∅”: ∀i ∈ I : 0 ∈ Ui, folglich 0 ∈
⋂
i∈I Ui = W und also W 6= ∅, da

I 6= ∅.
“v, w ∈ W,λ ∈ W ⇒ v + λw ∈ W”: v ∈ W,w ∈ W implizieren v, w ∈ Ui für

alle i ∈ I , und da Ui für jedes i ∈ I ein Unterraum ist, gilt auch v+ λw ∈ Ui
für alle i ∈ I . Folglich ist v + λw ∈

⋂
i∈I Ui = W .

b) Betrachte die beiden Unterräume

U1 =
{
(x, 0)T | x ∈ R

}
⊂ R2 und U2 =

{
(0, y)T | y ∈ R

}
⊂ R2.

Dann ist (1, 1) 6∈ U1 ∪ U2, da ansonsten entweder (1, 1) = (x, 0) für ein x ∈ R,
oder (1, 1) = (0, y) für ein y ∈ R, was absurd ist, da 1 6= 0. Andererseits ist
(1, 1) = (1, 0) + (0, 1) eine Linearkombination von Elementen in U1 ∪U2. Wäre
U1 ∪ U2 ein Unterraum, so wäre also (1, 1) ∈ U1 ∪ U2. Widerspruch!

c) Eine Basis ist per Definition ein linear unabhängiges Erzeugendensystem. Nach
Annahme ist S ein Erzeugendensystem von V . Wir müssen also nur zeigen, dass
S linear unabhängig ist, d.h. 0 lässt sich nicht als nicht-triviale Linearkombina-
tion endlicher Teilmengen von S darstellen. Seien u1, . . . , un ∈ S verschieden

Siehe nächstes Blatt!



und 0V =
∑n

i=1 λiui mit λ1, . . . , λn ∈ K. Da ∀v ∈ V : 0V = 0 · v, ist auch
0V =

∑n
i=1 0·ui. Wegen der Eindeutigkeit gilt also λi = 0 und da u1, . . . , un ∈ S

beliebig waren, ist S somit linear unabhängig.

d) Da f ∈ V ∗ = Hom(V,K), gilt dim Im(f) ≤ dimK = 1. Wegen der Dimensi-
onsformel ist also

dimKer(f) = dim(V )− dim Im(f) ≥ dim(V )− 1 = 3.

Die Aussage ist also falsch.

4. a) T ∈ Abb(V,W ) ist linear, falls für alle v, v1, v2 ∈ V und für alle λ ∈ K gelten

T (v1 + v2) =T (v1) + T (v2)

T (λv) =λT (v).

(Alternativ ist T linear, falls für alle v1, v2 ∈ V und für alle λ ∈ K gilt

T (v1 + λv2) = T (v1) + λT (v2).)

Die Abbildung T0 : V → W definiert durch T0(v) = 0W für alle v ∈ V ist linear.
Tatsächlich gelten für beliebige v1, v2 ∈ V und beliebiges λ ∈ K: T0(v1+λv2) =
0W und T0(v1) + λT0(v2) = 0W + λ0W = 0W , also auch

T0(v1 + λv2) = T0(v1) + λT0(v2).

Es ist also T0 ∈ Hom(V,W ) und folglich Hom(V,W ) 6= ∅.

b) Abb(V,W ) ist ein Vektorraum über K, wobei für T, T1, T2 ∈ Abb(V,W ) sowie
λ ∈ K gilt

(T1 + T2)(v) :=T1(v) + T2(v) (v ∈ V )

(λT )(v) :=λT (v) (v ∈ V )

Das neutrale Element in Abb(V,W ) ist die Abbildung T0 aus Teilaufgabe a), da
(T + T0)(v) = T (v) + T0(v) = T (v) + 0W = T (v) für alle v ∈ V und somit
T + T0 = T .

Wir haben in Teilaufgabe a) bereits gezeigt, dass T0 ∈ Hom(V,W ). Somit reicht
es zu zeigen, dass aus T1, T2 ∈ Hom(V,W ), λ ∈ K folgt T1+λT2 ∈ Hom(V,W ).
Seien v1, v2 ∈ V beliebig und sei µ ∈ K, dann ist

(T1 + λT2)(v1 + µv2) =T1(v1 + µv2) + (λT2)(µv2)

=T1(v1) + µT1(v2) + λT2(v1) + µλT2(v2)

=(T1 + λT2)(v1) + µ(T1 + λT2)(v2)

und somit ist T1+λT2 linear. Folglich ist Hom(V,W ) ein Unterraum von Abb(V,W ).

Bitte wenden!



c) Seien M1,M2 ∈M2×2(R), sei λ ∈ R, dann ist wegen in der Vorlesung gezeigter
Eigenschaften der Matrixmultiplikation

T (M1 + λM2) = (M1 + λM2)A =M1A+ λM2A = T (M1) + λT (M2)

und somit T linear.

d) Wir erinnern uns, dass [T ]B = (tij)1≤i,j≤4, wobei

T (Ej) =
4∑
i=1

tijEi.

Wir berechnen

T (E1) =

(
3 2
0 0

)
= 3E1 + 2E2

T (E2) =

(
−1 4
0 0

)
= −E1 + 4E2

T (E3) =

(
0 0
3 2

)
= 3E3 + 2E4

T (E4) =

(
0 0
−1 4

)
= −E3 + 4E4

und es folgt

[T ]B =


3 −1 0 0
2 4 0 0
0 0 3 −1
0 0 2 4

 .

5. Im Folgenden ist n := dimV .

a) Wir haben in der Vorlesung gezeigt, dass [TS]B = [T ]B[S]B. Es reicht also zu
zeigen, dass für A,B ∈Mn×n(K) gilt tr(AB) = tr(BA). Tatsächlich ist

tr(AB) =
n∑
i=1

(AB)ii =
n∑
i=1

n∑
k=1

AikBki

=
n∑
k=1

n∑
i=1

AikBki =
n∑
k=1

n∑
i=1

BkiAik

=
n∑
k=1

(BA)kk = tr(BA).
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b) Wir haben in der Vorlesung gezeigt, dass [·]B : End(V ) → Mn×n(K) ein Iso-
morphismus ist und insbesondere linear. Es gilt also

tr(T + λS) = tr([T ]B + λ[S]B)

und folglich reicht es zu zeigen, dass tr : Mn×n(K) → K linear ist. Seien also
A,B ∈Mn×n(K) und λ ∈ K, dann ist

tr(A+ λB) =
n∑
i=1

(A+ λB)ii =
n∑
i=1

(Aii + λBii)

=
n∑
i=1

Aii + λ

n∑
i=1

Bii = tr(A) + λtr(B)

wie gewünscht.

Sei C eine weitere geordnete Basis von V , dann gilt:

∀T ∈ End(V ) : [T ]C = [IV ]
C
B[T ]B[IV ]

B
C ,

wobei Q := [IV ]
B
C ∈ Gln(K) die Basiswechselmatrix von B nach C ist. Es gilt

[IV ]
C
B = Q−1 und folglich

tr([T ]C) = tr(Q−1[T ]BQ) = tr([T ]BQQ
−1) = tr([T ]B)

unter Verwendung dessen, was wir in Teilaufgabe a) gezeigt haben.

c) Sei B∗ die zu B duale Basis, dann haben wir in der Vorlesung bewiesen, dass
[T ∗]B∗ = [T ]TB und folglich ist

tr(T ∗) = tr([T ]TB)

und es reicht zu zeigen, dass

∀A ∈Mn×n(K) : tr(A) = tr(AT ).

Da (AT )ii = Aii für alle 1 ≤ i ≤ n folgt sofort

tr(AT ) =
n∑
i=1

(AT )ii =
n∑
i=1

Aii = tr(A).

6. a) Seien A ∈ Mm×n(K), b ∈ Km, dann besitzt AX = b genau dann eine Lösung,
wenn b ∈ Im(LA), wobei LA : Kn → Km die Abbildung LA(x) := Ax ist. Wir
haben in der Vorlesung gezeigt, dass Im(LA) = span{A(1), . . . , A(n)}, wobei
A(j) die j-te Spalte von A ist. Es folgt

∃x ∈ Kn : Ax = b⇔b ∈ span{A(1), . . . , A(n)}

Bitte wenden!



⇔span{A(1), . . . , A(n)} = span{A(1), . . . , A(n), b}
⇔Im(LA) = Im(L(A|b))

⇔ dim Im(LA) = dim Im(L(A|b))

⇔Rang(LA) = Rang(L(A|b)),

wobei wir für die zweitletzte Äquivalenz verwendet haben, dass für einen end-
lichdimensionalen V Vektorraum und einen Unterraum W ⊂ V genau dann
V = W gilt, wenn dimV = dimW .

b) Wir verwenden elementare Zeilenumformungen:

(A | b) Z2−3Z1−→
Z3+3Z1

1 1 λ 1
0 1 λ− 2 −1
0 −λ −2λ2 + 3λ+ 2 −1


Z3+λZ2−→

1 1 λ 1
0 1 λ− 2 −1
0 0 −λ2 + λ+ 2 −1− λ


Z1−Z2−→

1 0 2 2
0 1 λ− 2 −1
0 0 −λ2 + λ+ 2 −1− λ


Da −λ2 + λ+ 2 = −(λ− 2)(λ+ 1), müssen wir drei Fälle unterscheiden.

“λ = 2”: Falls λ = 2, dann ist1 0 2 2
0 1 λ− 2 −1
0 0 −λ2 + λ+ 2 −1− λ

 =

1 0 2 2
0 1 0 −1
0 0 0 −3


und folglich 3 = Rang(A | b) 6= Rang(A) = 2. Also besitzt das System
AX = b keine Lösung.

“λ = −1”: Falls λ = −1, dann ist1 0 2 2
0 1 λ− 2 −1
0 0 −λ2 + λ+ 2 −1− λ

 =

1 0 2 2
0 1 −3 −1
0 0 0 0


und 2 = Rang(A | b) = Rang(A). Folglich besitzt AX = b eine Lösung und
für jede Lösung x ∈ R3 ist die Lösungsmenge gegeben durch x + Ker(LA).
Wir berechnen Ker(LA). Wir haben in der Vorlesung gezeigt, dass

∀F ∈ Glm(K)∀M ∈Mm×n(K) : Ker(LFM) = Ker(LM)

folglich ist
Ker(LA) = Ker(LB)
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wobei

B =

1 0 2
0 1 −3
0 0 0

 .

Da Rang(B) = 2, ist dimKer(LB) = 1 und also folgt aus (−2, 3, 1)T ∈
Ker(LB), dass

Ker(LA) = R

−23
1

 .

Des Weiteren haben wir in der Vorlesung gezeigt, dass das Gleichungssystem
AX = b und das Gleichungssystem BX = c mit c = (2,−1, 0) äquivalent
sind, sprich für x ∈ R3 giltAx = b genau dann, wennBx = c. Wir berechnen1 0 2

0 1 −3
0 0 0

0
2
1

 =

 2
−1
0

 .

Folglich ist die Lösungsmenge von AX = b gegeben durch

LAX=b =


0
2
1

+ t

−23
1

∣∣∣∣∣∣ t ∈ R

 .

(Alternativ bestimmt man die Lösungsmenge durch einsetzen: 1 0 2 2
0 1 −3 −1
0 0 0 0

⇒ x+ 2z = 2
y − 3z = −1

z = z

und folglich ist LAx=b = {(2,−1, 0) + z(−2, 3, 1) | z ∈ R}.)
“λ2 − λ− 2 6= 0”: Falls λ 6= 2 und λ 6= −1, dann ist Rang(B) = 3 und folglich

B ∈ Gl3(R), wobei mit δ := −λ2 + λ+ 2

B =

1 0 2
0 1 λ− 2
0 0 δ

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 δ

1 0 2
0 1 λ− 2
0 0 1


und folglich

B−1 =

1 0 2
0 1 λ− 2
0 0 1

−11 0 0
0 1 0
0 0 δ

−1

=

1 0 −2
0 1 2− λ
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 δ−1

 =

1 0 −2δ−1
0 1 (2− λ)δ−1
0 0 δ−1

 .

Bitte wenden!



Wegen der Äquivalenz von AX = b und BX = c für c = (2,−1,−λ − 1)T

und der Invertierbarkeit von B folgt LAX=b = LBX=c = {B−1c} und also

LAX=b =


 2− 2δ−1(−λ− 1)
−1 + (2λ)δ−1(−λ− 1)

δ−1(−λ− 1)

 =

 1

λ− 2

2λ− 6
4− 2λ

1


(Lösen mittels einsetzen in ZSF (wie im Falle λ = −1) ist auch okay!)

7. a) i. A ∈ Mn×n(R) ist genau dann schiefsymmetrisch, wenn AT = −A. Wir
wissen aus der Vorlesung, dass det(AT ) = det(A). Folglich

det(A) = det(AT ) = det(−A) = (−1)n det(A)

unter verwendung der Multilinearität und unter Verwendung von n ungerade
folgt det(A) = − det(A). Da A ∈ Mn×n(R) ist auch det(A) ∈ R und es
folgt det(A) = 0.

ii. Sei A = ( 0 −1
1 0 ), dann ist AT = ( 0 1

−1 0 ) = −A und somit A schiefsymme-
trisch. Andererseits ist det(A) = 0− (−1) = 1.

b) Wir wenden Spaltenumformungen der Form S(j) − 5S(1) für 2 ≤ j ≤ n an und
erhalten eine Matrix Ãn, wobei für 2 ≤ j ≤ n gilt

(Ãn)ij = (S(j) − 5S(1))i = (S(j))i − 5(S(1))i =

{
5− 5 = 0 falls i < j

1− 5 = −4 sonst

und insbesondere ist Ãn eine obere Dreiecksmatrix mit Eintrag

(Ãn)ii =

{
1 falls i = 1

−4 sonst

Da die Determinante einer Dreiecksmatrix gleich dem Produkt der Diagonalein-
träge ist, und mit det(An) = det(Ãn) (was in der Vorlesung gezeigt wurde) folgt
det(An) = (−4)n−1.

c) Wir schreiben M−T := (M−1)T = (MT )−1 und berechnen

det(BATB−1) det(B−TA−1(BAT )T + In) det(A
−1)

=det(BATB−1) det(B−TA−1ABT + In) det(A
−1)

=det(BATB−1) det(2In) det(A
−1)

=det(B) det(AT )︸ ︷︷ ︸
=det(A)

det(B−1)︸ ︷︷ ︸
=det(B)−1

(2n) det(A−1)︸ ︷︷ ︸
det(A)−1

= 2n


