Sommer 2017

1. (15 Punkte)

a)

Geben Sie die Definition einer Relation auf einer Menge M an. Geben Sie die Axiome
an, die eine Relation erfiillen muss, damit es sich um eine Aquivalenzrelation handelt.

Wir definieren eine Relation auf Gl,,»,(R) wie folgt: A, B € Gl x,(R) erfiillen A ~ B,
wenn fiir alle v € R™ ein A € R\ {0} existiert, sodass Av = ABuv gilt.

b) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation definiert.
c) Sei A € Gl,x,(R). Bestimmen Sie die Aquivalenzklasse von A.
Losung
a) Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R C M x M. Eine Relation ist genau dann eine
Aquivalenzrelation, wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt:
Reflexivitit: Der Graph der Identititsabbildung ist eine Teilmenge von R.
Symmetrie: R ist invariant unter Transposition, d.h. V(z,y) € R : (y,x) € R.
Transitivitit Vo,y,z € M : (z,y) € RA (y,2) € R= (z,2) € R.
b) Reflexivitit: Sei A € Gl,(R), dann ist Av = 1 - Av fiir alle v € R", und somit gilt
A~ A
Symmetrie: Sei B € Gl,(R), sodass A ~ B ist. Sei v € R"™. Wir zeigen, dass A € R*
existiert, sodass Bv = AAw ist. Nach Voraussetzung existiert ein 4 € R*, sodass
Av = pBwv, und somit fiir A = ! also Bv = \Auw.
Transitivitit: Sei C € GIl,(R), sodass B ~ C ist (und sei weiterhin A ~ B). Sei
v € R™. Wir zeigen, dass A\ € R* existiert, sodass Av = AC'v ist. Nach Voraussetzung
existieren u1, o € R*, sodass Av = p3Bv sowie Bv = usCv. Also ist Av =
p1p2Co und da pgpe € R* ist, folgt A ~ C.
¢) Angenommen A ~ B, dann ist jeder von 0 verschiedene Vektor ein Eigenvektor von

B! A. Insbesondere besitzt R” eine Basis vy, . .., v, bestehend aus Eigenvektoren von
B~1A. Seien A1, ..., \, € R*, sodass B~'Av; = \;v; ist. Setze v = vy + - - - + v, und
sei A € R*, sodass B~! Av = \v. Dann folgt

0=XM— B 1Av = )\Zn:vi — Xn:BflAvi = Zn:()\ — Xi)v;.
=1 =1 =1

Da nach Voraussetzung v; . . . , v, eine Basis von R™ ist, istalso \; = A fiirallel <: <n
und somit B~!Av = \v fiir alle v € R™. Es folgt \™'A = B und somit gilt A ~ B =
3\ € R* : B = \A. Andererseits ist klar, dass fiir B € Gl,,(R) von der Form B = A\~1 A4
fir ein A € R* gilt Av = A(A"1A)v = ABu fiir alle v € R™. Also ist

[Al. = {M | X e R*}.

Bitte wenden!



2. (15 Punkte) Sei V' der R-Vektorraum aller Polynome vom Grad < 2 mit reellen Koeffizienten.

a) Zeigen Sie, dass die Polynome p;(z) = 322 + 22 + 1, po(z) = 2% + z, p3(z) = 222 + 2
eine Basis von V' bilden.

b) SeiT : V — V die Abbildung p(z) — x - p/(x). Zeigen Sie, dass T" eine wohldefinierte
(dh. T(p) € V fir alle p € V) lineare Abbildung ist.

¢) Ist T invertierbar?

d) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von 7" beziiglich der Basis B = (p1, p2, p3) von
V.

e) Bestimmen Sie das Urbild von {22} unter T".
Losung

a) Sei & = (1,x,z?%), dann ist £ eine Basis von V und es ist B = (p1, p2, p3) das Bild von
& unter der Abbildung S : V' — V mit Darstellungsmatrix

1 0
[S1g=(2 1
3 1

N = O

Man berechnet det(S) = 1 und somit ist S invertierbar. Da S invertierbar ist, bildet .S
Basen auf Basen ab und weil £ eine Basis von V ist, ist somit 3 eine Basis von V.

b) Wir wissen, dass die Ableitung linear ist (da punktweise linear: in der Analysis wurde

gezeigt, dass

lim aa, +b, =« lim a, + lim b,

n—oo n—oo n—oo
gilt, wann immer (a,,), (b,) konvergente Folgen in C und « € C sind — die Studierenden
miissen dies aber nicht ausfiihren). Die Abbildung p — zp ist linear, da die Multiplikation
im Ring P(R) distributiv und kommutativ ist. Folglich ist die Abbildung p — zp’(x) eine
Komposition linearer Abbildungen und damit linear.
Wir wissen aus der Analysis, dass deg(p’) = deg(p)—1 gilt, wann immer p nicht konstant
ist und fiir konstante p ist p’ = 0. Insbesondere ist p’ € P<1(R) wann immer p € P<3(R)
ist und wegen deg(pq) = deg(p) + deg(q) fiir alle p, g folgt deg(xp’) = deg(x) +
deg(p)) <1+1=2fiirallep € V.

¢) Wie oben erwihnt, gilt deg(Tp) = 1 + deg(p’). Da deg(p’) € Ny U {—oo} ist, gilt
deg(Tp) # 0. Folglich enthilt das Bild von 7" keine von O verschiedenen konstanten
Polynome und somit ist 7" nicht surjektiv. Insbesondere also nicht invertierbar.

d) Esist

00
[IVIBITIE=[T1g= |2 1
6 2

=~ = O

Siehe nichstes Blatt!



Wir miissen also nur ([Iy/]§)~! berechnen. Man beachte, dass [Iy]§ = [S]&. Gauss-
Elimination liefert

o (1001 00
(SEIL) 27252 | 001 1]-2 1 0
BN g1 203 0 1
100[1 0 0
Bl g1 12 1 0
00 1|-1 -1 1
1001 0 o0
Bl g1 gl -1 2 -1
00 1|-1 -1 1
und folglich ist
1 0 0
(gt =(-1 2 -1
1 -1 1
und somit
0 0 0
T8 = (Iv]g)'[Tg = [ -2 0 —2
4 1 3

e) Esist T~!(2?) die Losungsmenge des Gleichungssystems 7’p = 2 und somit von der
Form po+Ker(T) fiir ein beliebiges Polynom py, sodass T'pg = 22 gilt. Wir haben bereits
gesehen, dass P<o(R) C Ker(7') und weil die Darstellungsmatrix von 7" beziiglich £ die
Form

0 00

010

0 0 2

und somit Rang 2 besitzt, ist Ker(7") eindimensional und folglich Ker(7') = P<o(R). Es

ist T'($2?) = 2? und folglich

715 =

T~ (2?) = 42 + Ker(T) = {32° +c| c € R}.

3. (15 Punkte)

a) Sei K ein Korper. Seien A € M, x,(K) und seien G € Gl,,(K) und F' € Gl,(K).
Zeigen Sie Ker(Lar) = F~'Ker(L ) und Im(Lga) = GIm(L ).

Im Folgenden sei K ein endlicher Korper. Fiir a, b, ¢ € K definieren wir die Gerade
Gape = {(z1,22) € K2 | axy + bxe = c}.
b) Seien (a1, b1,c1), (a2, ba, c2) € K3. Bestimmen Sie die Kardinalitit von

gahbl,cl N gaz,bz,cz'

Bitte wenden!



Losung

a) Esist

veEKer(Lap) ©Lapv =0< Lao(Lpv) =04 Lpv € Ker(Ly)
sv € Lp'Ker(Ly) = F~'Ker(Ly),
weEIm(Lga) ©Fv e K" :w=Lga(v) & Fv e K" : w= Lg(Lav) = G(Lav)
I eK": G lw=Lsve G lweIm(La)
<w € GIm(Ly).
b) Esist
Garbrer N Gas s = { (w1, 02) € K? | agwy + biwg = ¢; (i =1,2)}

und somit ist G, by c; N Gay bo,co die Losungsmenge des Gleichungssystems Az = z,

wobei
A= (" by und 2=
as b )

Wir machen eine Fallunterscheidung:

“det(A) # 0”: Falls A invertierbar (bzw. vollen Rang besitzt) ist, dann existiert genau
eine Losung © = A~'z und somit ist

|ga17bl,cl N ga27b2702‘ = ’{A_1Z}| =1L

“det(A) = 0”: Falls A nicht invertierbar ist, existieren zwei Moglichkeiten:

e Wenn Rang(A) = 0ist, dann ist A die Nullmatrix und es existieren die folgenden
Moglichkeiten:

— Falls z = 0 ist, dann gilt Az = z fiir alle € K? und somit ist
|Gar brser N Gan oo = K2 = [KJ%.
— Falls z # 0 ist, dann ist Az # 2 fiir alle 2 € K2 und somit ist
1Gar b1.er N Gaspo,en| = 10] = 0.

e Falls Rang(A) = 1, dann existieren zwei Optionen:
- Falls z € Im(L 4), dann existiert keine Losung und folglich ist

|ga1,b1,61 N ga2752702’ = |®‘ =0.

- Falls z € Im(Ly4), dann ist die Menge der Losungen von der Form z( +
Ker(L4), wobei x eine beliebige Losung von Az = z ist, und eine solche
existiert. Da Rang(A) = 1 ist, ist dim Ker(L4) = dimK? — Rang(4) = 1
und somit ist Ker(L 4) = K. Es folgt

|ga17b1761 N ga27b2762‘ = ’330 + Ker(LA)’ = |Ker(LA)’ = |K|a

wobei wir in der zweitletzten Gleichung verwendet haben, dass die Abbildung
v — xg + v eine Bijektion ist, da invertierbar mit Inversen v — —xg + v.

Siehe nichstes Blatt!



4. (15 Punkte) Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und seien Wy, Wy C V' Unterrdume
von V.

a) Sei dim W; = m;, i = 1,2 mit m; < my. Beweisen Sie, dass dim(W; N Wa) < mj und
dim(W1 + Wg) < mi+ ms.

b) Geben Sie an welche Eigenschaften V, W und W5 erfiillen miissen, damit V' die direkte
Summe von W7 und W ist.

c) Beweisen Sie die folgende Aussage: V = W @ Wy genau dann, wenn fiir alle v € V
eindeutige w; € Wi und wy € W existieren, sodass v = wy + wo gilt.

d) Sei Wi = {A € Myxn(K) | Aj; = Ofallsi < j} und sei W, die Menge der sym-
metrischen n x n-Matrizen. Sowohl W wie auch Wy sind Unterrdume von M), x, (K).

Beweisen Sie, dass
Mnx”(K) =W ® Ws.

Losung

a) Es gilt
WinWy, Cc W) = dim(Wl N WQ) < dim W7 = mq,
wie in der Vorlesung bewiesen.
Es gilt aufgrund der Dimensionsformel

dim(W1+W2) = dim(W1)+dim(Wg)—dim(WlﬂWg) < dim(W1)+dim(W2) = mi+ma.

b) Seien W1, Wo C V zwei Unterrdaume. V' ist die direkte Summe von W5 und W5, wenn
gelten V. = Wp + Wy und Wy N Wy = {0}.

¢) Angenommen V' = W; @& Ws, sei v € V. Nach Voraussetzung ist v = w; + wsq fiir zwei
Vektoren w; € W;. Seien w; € W;, sodass v = w; + ws, dann gilt also

w1 — W1 = W2 — W2

und da w;, w; € W; sind, folgt w; — w; € W; und also ist w; —w; € Wi und wy; —wy =
Wy — wy € Wo, sprich wy — w, € Wi N Wy = {0}. Aus der Eindeutigkeit der additiven
Inversen folgt w; = w; und folglich

v=w1 +wy = w1 + Wy =w + Wy = wy = W

aufgrund der Kiirzungsregeln in Gruppen. Dies zeigt, dass die Darstellung v = w; + wo
eindeutig ist.

Seien nun Wy, Ws Unterrdume von V', sodass jeder Vektor v € V sich eindeutig als
Summe v = wi +wy mit w; € W, schreiben ldsst. Dann gilt insbesondere V' = W + Wo.
Wir miissen also nur folgern, dass W1 N Wy = {0} ist. Sei nun v € W N Ws. Dann sind
v=w;+0mitv =w; € Wyund v = 0+ we mit v = wy € Wy zwei Zerlegungen.
Da jede solche Zerlegung eindeutig durch v bestimmt ist, gilt also we = 0 (bzw. w1 = 0)
und somit v = 0. Das zeigt W7 N Wy = {0}.

Bitte wenden!



d) SeiAec WiNWs. Esgilt A;; = Ofiirallel <i < j <n,daAc Wi.Seij <i,dann
gilt wegen A € Wo, dass A;; = Aj; und da Aj; = 0 ist, folgt A;; = 0. Dies zeigt, dass
A = 0 ist und somit gilt W3 N Wy = {0}.
Wir miissen also nur noch zeigen, dass M, (K) = W7 + Wy ist. Sei A € My, (K).
Wir definieren Matrizen U, S € M,,«,,(K) durch

0 falls 1 <i<j3<n Ay falls1<i<j<n
Uij = und Sij =
Aij — Ay sonst Aj; sonst

und wir erhalten A = U + S, wobei U € W1, S € W5 nach Konstruktion.

5. (15 Punkte) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K und sei W ein
Unterraum von V.

a) Sei Wt = {f € V*| W C Ker(f)}. Zeigen Sie, dass W+ C V* ein Unterraum ist.
b) Definieren Sie die Abbildung
oW = (V/W),e(f)v+ W) =f(v) (veV).
Zeigen Sie, dass ® wohldefiniert ist.

c) Zeigen Sie, dass P linear ist.

d) Zeigen Sie, dass ® invertierbar ist und dass somit gilt
(V/W)* =2 W,
e) Seip:V — V/W die kanonische Projektion. Zeigen Sie, dass p* unter der Identifikation
(V/W)* = W+ mit der Einbettung i : W+ < V* {ibereinstimmt.

Losung

a) Esist 0 € W+ und somit W # (). Seien f1, fo» € W+ und o € K. Fiir w € W gilt

(fi +af)(w) = fi(w) + afe(w) =0
und somit f; + afs € WE.Da fy, fo € W+ und a € K beliebig waren, ist W also ein
Unterraum von V'*.
b) Angenommen v + W = v’ + W und f € W+, dann ist v/ — v = w fiir ein w € W und
folglich
W) = F(o+w) = F(0) + f(w) = £(v)
und somit ist () (v + W) nicht abhéingig von der Wahl des Reprisentanten von v + .
Insbesondere ist ®( f) wohldefiniert.

¢) Seien f1, fo € WL und o € Kund v € V, dann ist
(fitafe)(v+W) = (fitaf2)(v) = fi(v)+afe(v) = ©(f1)(0+W)+a@(f2)(v+W).
Da v beliebig war, gilt also ®(f1 + afa) = ®(f1) + aP(f2) und folglich ist ® linear.

Siehe nichstes Blatt!



d) Sei f € Ker(®), dann ist ®(f)(v + W) = f(v) = 0 fiir alle v € V, und folglich ist
f = 0. Insbesondere ist ® also injektiv.
Sei g € (V/W)* und sei p : V. — V/W die kanonische Projektion. Wir definieren
f € V*durch f(v) = (g op)(v). Da p und f linear sind, ist auch f linear und somit
wohldefiniert. Fir w € W gilt f(w) = g(p(w)) = g(W) = 0, da W das neutrale
Element in V/W ist. Also ist f € W-. Wir berechnen

O(f)(v+ W) = f(v) =g(p(v)) = glv+ W)

und folglich ist ®(f) = g. Da g beliebig war, ist ® surjektiv und also ein Isomorphismus.
e) Wir wissen aus der Vorlesung, dass p*(f) = f o pfiiralle f € (V/W)* ist.

Unter der Identifikation ® : W+ = (V/W)* erhalten wir fiir beliebige f € W+ und
veV:

P (@f)(v) = 2(f)(p(v)) = ©(f)(v + W) = f(v)

und somit ist p* (@ f) = f, wie gewiinscht.

6. (15 Punkte) Seien V, W endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem Korper K.

a) Seien S, T € Hom(V, W) von Null verschieden und sei Rang(S) # Rang(T'). Zeigen
Sie, dass die Menge {5, 7'} linear unabhingig ist.

b) Seien S, T € Hom(V, W) von Null verschieden und sei nullity(.S) # nullity(T"). Zeigen
Sie, dass die Menge {.S, 7'} linear unabhingig ist.

¢) Geben Sie die Definition einer Projektion P € End(V'). Ist die Komposition zweier
Projektionen wieder eine Projektion?

d) Seien V1,Vo C V, Wy, Wy C W Unterrdume, sodass V = Vi @ V5 sowie W = W1 &
Wy gilt. Seien P € End(V) und @ € End(W) die Projektionen auf V; bzw. W} mit
Ker(P) = V5 und Ker(Q) = Wa.

Zeigen Sie, dass die Abbildungen ®, ¥ : Hom(V, W) — Hom(V, W) gegeben durch
®(T') = TP und ¥(T') = QT Projektionen sind. Bestimmen Sie jeweils den Kern dieser
Abbildungen.

Losung

a) Sei Rang(S) < Rang(T'). Dann existiert ein w € Im(7) mit w ¢ Im(S). Seiv € V,
sodass w = T'v. Angenommen «.S + 51" = 0, dann ist insbesondere 0 = aSv + Tv =
S(av) + Pw. Insbesondere ist also —fw € Im(.S) und folglich ist § = 0, da ansonsten
—B € K* invertierbar ist und w € (—3)"'Im(S) = Im(S) folgt, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Also ist 0 = a.S. Da S # 0, ist also o = 0. Insbesondere ist also {5, T’}
linear unabhéngig.

Der Fall Rang(S) > Rang(T') folgt analog nach Umbenennung der Abbildungen.

Bitte wenden!



b)

d)

Sei nullity (S) < nullity(7"), dann folgt
Rang(S) = dim(V) — nullity(S) > dim(V') — nullity(7') = Rang(T)

und folglich gilt Rang(S) # Rang(7"). Die Behauptung folgt also aus der vorangehenden
Teilaufgabe.
Der Fall nullity(S) > nullity(7") folgt analog nach Umbenennung der Abbildungen.

Eine Abbildung P € End (V) heisst Projektion, falls gilt P?> = P.Im Allgemeinen ist die
Komposition zweier Projektionen keine Projektion. Als Beispiel nehmen wir die Kompo-
sition der Projektionen Py, Py : R? — R? gegeben wie oben durch die Zerlegungen

R? = Re; @ Rey = R(eg + e2) @ R(ey — e2),

Ker(P;) = Rey, Im(P;) = Reg, Ker(Py) = R(e; — e3), Im(P,) = R(e; + e2). Man
beachte, dass

el :\2(61 + 62) + \}5(61 — 62)

eine Zerlegung von e; in Summanden aus R(e; + e2) und R(e; — e3) ist. Folglich ist
PiPy(e1) = Pi(5(e1 +e2)) = J5e1
und insbesondere
(PLP2)*(e1) = 5 PiPa(e1) = se1 # zer

und somit ist (PyPy)? # P1 P, also P; P, keine Projektion.
Es gilt ®2(T) = ®(®(T)) = ®(TP) = TP? =TP = &(T) und V*(T) = ¥(¥(T)) =
U(QT) = Q?*T = QT = ¥(T),da P?> = Pund Q? = Q.
Wir wissen aus den Ubungen, dass V = Ker(P)@®Im(P) und W = Ker(Q)®Im(Q) ist,
wobei nach Voraussetzung Im(P) = V1, Ker(P) = V2, Im(Q) = Wj und Ker(Q) = W,
ist. Es gilt:
T € Ker(®) Vo e V : ®(T)(v) =T(Pv) =0
<Yo e Vi Pv € Ker(T)
<Im(P) C Ker(T)
<V C Ker(T),
T eKer(V) Vo eV :U(T)(v) =Q(Tv) =0
SYo eV :Tv € Ker(Q)
<Im(T) C Ker(Q)
eIm(T) C Wa.

Es gilt also

Ker(®) ={T € Hom(V, W) | Vi C Ker(T)},
Ker(¥) ={T € Hom(V,W) | Im(T) C Wa}.



