Lineare Algebra I — Sommer 2018

1. (25 Punkte) Kreuzen Sie direkt auf dem Abgabeblatt an, ob die Behauptungen WAHR oder
FALSCH sind. Sie miissen Ihre Antworten nicht begriinden!
Bewertung:
o 1 Punkt fiir jede richtige Antwort,

e 0 Punkte fiir jede falsch oder nicht beantwortete Frage.
(i) Sei X eine Menge und seien A, B, C' C X Teilmengen. Dann gilt
A\(B\C)=(AUB)\C

(ii) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, dann definiert
P. = {[z]le € X}
eine Partition von X.

(iii) Auf der Menge Z sei gegeben die Relation ~, wobei fiir x,y € Z gelte x ~ y genau
dann, wenn = — 7 ungerade ist. Dies definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf Z.

(iv) Die Menge Msx2(R) der reellen 2 x 2 Matrizen versehen mit Matrizenaddition und Ma-
trizenmultiplikation ist ein Korper.

(v) Sei V ein Vektorraum und seien W7, Wy C V Unterrdaume. Dann sind W7 N Wy C V
und W7 U W5 C V auch Unterrdume von V.

(vi) Sei GL,(R) C M, x,(R) die Menge der invertierbaren n x n Matrizen, so ist GL,,(R)
ein Unterraum des Vektorraums M,, ., (R).

(vii) Sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge W C V ist genau dann ein Unterraum von V,
wenn (W) = W.

(viii) Seien gegeben die Unterrdume
Vi={(z,0,0) e R3|z € R}, Vo= {(z,9,2) € R®ly+2=0}
des reellen Vektorraums R3. Dann gilt R3=V; @ Vs.

(ix) Sei V ein Vektorraum und seien S; C So C V Teilmengen. Wenn S, linear unabhiéngig
ist, so ist S auch linear unabhéngig.

(x) Sei V ein Vektorraum und S C V eine linear unabhingige Teilmenge. Sei 1" ein Endo-
morphismus von V. Dann ist 7'(.S) auch linear unabhingig.

(xi) Sei A € My xn(K) undsei W = {v € K"|Av = —v}. Dann gilt W C Im(A).
(xii) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und 7" € End(V'). Dann gilt

V =Ker(T) @ Im(T).

Bitte wenden!



(xiii) Sei 7' : R? — R? eine lineare Abbildung auf dem reellen Vektorraum R®. Seien des
Weiteren Ker(7') # {0} und Im(7") # {0}. Dann ist Ker(7") N Im(T") # {0}.

(xiv) Sei A € M, xn(K). Dann gilt
m > dim < Kn/Ker(A)) .

(xv) Sei T' € Hom(V, W) und dim (V') > dim(W). Dann gilt Rang(7") = dim(W).
(xvi) Sei A € Msy»(K) invertierbar, dann ist auch A + A~ invertierbar.

(xvii) Seien V, W endlichdimensionale Vektorrdume, sei 7' € Hom(V, W). Dann ist 7' genau
dann invertierbar, wenn dim (V') = dim(W) gilt.

(xviii) Die Elementarmatrizen in M, x,(K) zusammen mit der Matrixmultiplikation bilden
eine Gruppe.

(xix) Sei E € M, «,(R) eine Elementarmatrix, sei b € R™ beliebig. Dann hat EX = b eine
Losung.

(xx) Sei A € May2(K). Dann gilt
tr(A) =1+ det(A) — det(A — I1).

(xxi) Sei A € GL,(R). Dann gilt

1
~ det(AT)

det(A™1)
(xxii) Sei A € Mayo(R) und Ly : R? — R? die zugehorige lineare Abbildung. Dann ist
dimKer(L4) = 2 — det(A).
(xxiii) Sei A € M,,x,(R) mit AT = —A. Dann gilt det(A) = 0.
(xxiv) Sei A € M,,x,(R) mit m < n, dann hat AX = 0 nicht-triviale Losungen.

(xxv) Seien V und W endlichdimensionale Vektorraume. Dann gilt

dim (Hom(V, W)) = dim (Hom(W*,V*))

Siehe nichstes Blatt!



2. a) (3 Punkte) Wir definieren auf M,,,,(K) eine Relation durch
A~ B <= Im(A) =Im(B) (A, B € Mpxn(K)).
Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf M,, ., (K) definiert.
b) (6 Punkte) Seien A € M, (K), F' € GL,(K). Zeigen Sie, dass AF' ~ A gilt.

¢) (6 Punkte) Zeigen Sie, dass die Aquivalenzklasse [A] von A € M, (K) gegeben ist
durch
[A] = {AF|F € GL,(K)}.

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis die folgende Aussage verwenden. Seien V und W
Vektorrdume iiber K und sei 7' € Hom(V, W) surjektiv. Sei U C V ein Unterraum.
Wenn die Einschrinkung 7’|y : U — W eine Bijektion ist, dann gilt

V =U & Ker(T).

3. a) (3 Punkte) Seien V und W Vektorrdume iiber K. Sei 7' € Hom(V, W) und sei U ein
Unterraum von W . Zeigen Sie, dass 7! (U) ein Unterraum von V ist.

b) (6 Punkte) Sei

1 0 3
A=12 1 24
00 4
und seien
1 1 1
vp=12], wvu=14], vs=|1] € RS.
3 7 1

Sei U = (v1,vs,v3) C R3. Bestimmen Sie eine Basis von L' (U).
¢) (6 Punkte) Seien V und W Vektorrdume iiber K so, dass dim (V') < oco. Zeigen Sie, dass

dim(T~(U)) = nullity(T) + dim(Im(T) N U).

4. Seien V, W endlichdimensionale Vektorrdume iiber K, 7" € Hom(V, W). Sei T* € Hom (W™, V*)
gegeben durch
(T*f)(v) = f(Tv) (feWrveV).

a) (4 Punkte) Zeigen Sie: Wenn T surjektiv ist, dann ist 7™ injektiv.

b) (6 Punkte) Sei T : V. — W ein injektiver Homomorphismus und sei U C W ein Unter-
raum mit der Eigenschaft W = U @ Im(T'). Zeigen Sie, dass die Abbildung ® : W — V
gegeben durch w = u 4+ T'v — v ein wohldefinierter Homomorphismus ist.

¢) (5 Punkte) Zeigen Sie: Wenn T injektiv ist, dann ist 7™ surjektiv.

Bitte wenden!



5. Betrachten Sie die Matrix

2 1

0 2] € ngg(R> .
0 O

—_

1
A=1|2
1

a) (8 Punkte) Bestimmen Sie eine LR-Zerlegung von A.
b) (7 Punkte) Beniitzen Sie die LR-Zerlegung, um das lineare Gleichungssystem

3
Av= |18 |, (veR?
~1
zu 16sen.

Sollten Sie die LR-Zerlegung von A nicht gefunden haben, 16sen Sie das Gleichungssy-

stem
3

By =18
-1

fiir die Matrix B unter Verwendung der LR-Zerlegung

6. a) (4 Punkte) Geben Sie die Definition der Determinanten aus der Vorlesung wieder.
b) (6 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir alle A € M, x,(K), B € M, »x,(K) gilt:
det(I, + AB) = det(I,, + BA).

Hinweis: Fir M € My, xn(K), N € Mpxm(K), U € Myxm(K), V € Mp,xn(K) gilt:

det (]\04 %) — det(M) det(N) = det (]“f ;) .

Sie konnen diese Aussage ohne Beweis verwenden.
¢) (5 Punkte) Sei nun K = Z/pZ der Korper mit p Elementen. Zeigen Sie, dass die Matrix
2 1 11
1 2 11
11 21
11 1 2
genau dann invertierbar ist, wenn n 4 1 nicht durch p teilbar ist.

Hinweis: Verwenden Sie Teilaufgabe b).



