Lineare Algebra II — Winter 2018 (Losung)

1. (25 Punkte) Kreuzen Sie direkt auf dem Abgabeblatt an, ob die Behauptungen
WAHR oder FALSCH sind. Sie miissen IThre Antworten nicht begriinden!
Bewertung:

e 1 Punkt fiir jede richtige Antwort,

e 0 Punkte fiir jede falsch oder nicht beantwortete Frage.

(i) Jede reelle 2018 x 2018 Matrix hat mindestens einen reellen Eigenwert.
Die Aussage ist falsch. Sei A € SO2(R) die Rotation um 7, dann hat A keinen
Eigenvektor in R? und insbesondere also keinen reellen Eigenwert. Die Blockdia-
gonalmatrix B € Magosx2008(R) mit 1009 Kopien von A auf der Diagonalen hat
das charakteristische Polynom charp(X) = char4(X)'°%? und somit hat B keinen
reellen Eigenwert.

(ii) Sei A eine Matrix mit char(X) = X2 — 3X, so ist A invertierbar.
Die Aussage ist falsch, da der konstante Term des charakteristischen Polynoms
mit der Determinanten {ibereinstimmt.

(iii) Ahnliche Matrizen haben dieselben Eigenvektoren.
Die Aussage ist falsch. Sei A = QBQ™! fiir A, B € Mx,(K) und Q € GL,(K).
Dann ist v ein Eigenvektor von B genau dann, wenn Qu ein Eigenvektor von A
ist. Dies liefert das gewiinschte Gegenbeispiel. Sei A = (). Dann ist v genau
dann ein Eigenvektor von A, wenn v € (Re; UReg) \ {0}. Sei @ die Rotation in
der reellen Ebene um 7 um den Ursprung, und sei B = Q 'AQ. Ein Vektor v ist
also ein Eigenvektor von B genau dann, wenn Qv ein Eigenvektor von A ist, also
genau dann wenn v € (R(e; — ez) UR(eq + €2)) \ {0} ist. Insbesondere sind alle

Eigenvektoren von B keine Eigenvektoren von A.

(iv) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, 7" € End(V') und sei charr das cha-
rakteristische Polynom von T'. Dann gilt chary(7") = 0.
Die Aussage ist wahr. Dies ist der Satz von Cayley-Hamilton.

(v) Eine Matrix A € M,,«,(K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn det(A) # 0 ist.
Die Aussage ist falsch. Die Rotation in der reellen Ebene um den Ursprung um 3§
ist nicht diagonalisierbar, aber sicherlich invertierbar.

(vi) Es gibt n € N und A, B € My,x,(C), sodass AB nilpotent ist, aber BA nicht
nilpotent ist.
Die Aussage ist falsch. Sei (AB)" = 0, dann ist (BA)"*! = B(AB)"A = 0.

(vii) Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und S C V. Dann ist (S+)*+ = S.
Die Aussage ist falsch. Fiir jede Menge X C V ist X+ ein Unterraum. Die Menge S
aus der Fragestellung ist nicht unbedingt ein Unterraum.
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(viii) Sei V ein euklidischer Vektorraum, sei W ein Unterraum und sei 7' € End(V).
Falls W T-invariant ist, dann ist W+ auch T-invariant.
Die Aussage ist falsch. Sei T'= (1), dann ist W = Re; ein T-invarianter Unter-
raum, aber W+ = Res ist nicht T-invariant, da Tes = e1 + €9 & wt.

(ix) Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum, und sei 7' ein
Endomorphismus auf V. Dann besitzen T" und 7™ dieselben Eigenvektoren.
Sei T'=(}1), dann ist 7% = (1 9) und beide haben genau einen Eigenvektor. e;
ist ein Eigenvektor von T', aber T*e; = e1 + es und somit ist e; kein Eigenvektor
von T%. Die Aussage ist also falsch.

(x) Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum, sei 7' € End(V)
eine selbstadjungierte Abbildung. So gilt dim Ker(T) = dim Ker(7?).
Wir haben in einer Serie gezeigt, dass Ker(T*T') = Ker(T") gilt. Insbesondere ist in
diesem Fall also Ker(T?) = Ker(T') und die Aussage somit richtig. Um die Aussage
aus der Serie zu beweisen, bemerken wir zuerst, dass Ker(T") C Ker(T*T') gilt. Sei
andererseits w € Im(7") N Ker(7™). Dann gilt insbesondere

0= (T"w,v) = (w, Tv)

fiir alle v € V und somit ist w € Im(T)*. Da Im(T)+NIm(T) = {0} ist, folgt w = 0.
Dies zeigt, dass Tv € Ker(T*) = v € Ker(T) und somit ist Ker(T*T) = Ker(T).

(xi) Seien A, B € M« (R) zwei selbstadjungierte Matrizen. Dann ist AB — BA eben-
falls selbstadjungiert.
Es ist (AB — BA)T = BTAT — ATBT = BA — AB = —(AB — BA) und somit
ist AB — BA genau dann selbstadjungiert, wenn A und B kommutieren. Es bleibt
also zu zeigen, dass selbstadjungierte Matrizen A, B existieren, sodass AB # BA
ist. Wéhle A = (}9) und B = (11}). Dann ist AB = (1) und BA = (1%). Die
Aussage ist also falsch.

(xii) Sei A € SO,(R) und A = AT, Dann liegen alle Eigenwerte von A in {—1,1}.
Da A symmetrisch ist, hat A reelle Eigenwerte. Da A unitér ist, haben alle Eigen-
werte Betrag gleich 1. Aus S' N R = {+£1} folgt die Behauptung.

(xiii) Jede orthogonale Abbildung ist diagonalisierbar.
Die Rotation in der reellen Ebene um den Ursprung um 7 ist eine orthogonale
Abbildung, die keinen Eigenvektor besitzt. Insbesondere ist sie nicht diagonalisier-

bar.

(xiv) Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Sei 7" ein orthogonaler Endomorphis-
mus auf V' und sei det(7") = —1. Dann ist T eine Reflexion.
Die Abbildung —idps ist orthogonal, hat Determinante —1, besitzt aber keinen
Eigenvektor zum Eigenwert 1. Insbesondere ist die Aussage also falsch.

(xv) Seien A, B € My xn(K) zwei kongruente Matrizen. Dann haben A und B diesel-
ben Eigenwerte.
Die Aussage ist falsch. Die Matrizen A = I, und B = (19)(§1) = (11) sind

Siehe nichstes Blatt!



kongruent. Es ist char(X) = (1 — X)? und charg(X) = X2 — 3X + 1 und somit
besitzt charp(X) die Nullstellen 3%—‘/5 Insbesondere gilt also o(B) # {1} = o(A).

(xvi) Jede Bilinearform auf einem reellen Vektorraum definiert ein inneres Produkt.
Jedes innere Produkt ist positiv definit. Insbesondere ist die Nullabbildung R x
R — R eine Bilinearform, die kein inneres Produkt definiert.

(xvii) Jedes innere Produkt auf einem reellen Vektorraum definiert eine Bilinearform.
Jedes innere Produkt ist per definitionem sesquilinear und auf reellen Vektorrdum-
en also insbesondere bilinear.

(xviii) Sei A € Mpxn(R) symmetrisch und positiv definit. Dann ist tr(A) > 0.
Da A symmetrisch, positiv definit ist, existiert nach dem ersten Spektralsatz eine
orthogonale Matrix @, sodass A = QDQ” gilt, wobei D eine Diagonalmatrix mit
positiven Diagonaleintriigen ist. Da die Spur eine Klassenfunktion ist, gilt tr(A) =
tr(D) > 0.

(xix) Sei A € M,x,(R) symmetrisch und positiv definit. Dann ist A~! auch positiv
definit.
Da A symmetrisch, positiv definit ist, existiert nach dem ersten Spektralsatz eine
orthogonale Matrix Q, sodass A = QDQT gilt, wobei D eine Diagonalmatrix
mit positiven Diagonaleintrigen ist. Es folgt A~! = QD 'Q” und da D! eine
Diagonalmatrix mit positiven Diagonaleintriagen ist, folgt die positive Definitheit
von A~1. Vergleiche hierzu auch Aufgabe 6.a).

(xx) Sei A € My« (C). Dann ist A dhnlich zu AT,
Man zeigt, dass Ji x ~ Jg y gilt. Somit folgt die Aussage aus der Existenz der
Jordan Normalform. Dies wurde in einer Serie ausfiihrlich diskutiert.

(xxi) Alle unitdren Matrizen sind iiber C diagonalisierbar.
Nach dem Spektralsatz fiir normale Operatoren sind alle normalen Matrizen {iber C
diagonalisierbar. Jede unitidre Matrix ist insbesondere normal und somit folgt die
Aussage.

(xxii) Die Matrix A = (}1) ist diagonalisierbar iiber C, aber nicht {iber R.
Das charakteristische Polynom von A ist chars(X) = (1 — X)? und somit ist 1
der einzige Eigenwert von A. Wenn A diagonalisierbar wire, dann wére A dhnlich
zu I, aber I ist nur zu sich selber dhnlich. Die Aussage ist also falsch, da A weder
iiber R noch iiber C diagonalisierbar ist.

(xxiii) Fiir alle u,v € C" und fiir alle A € M, 5, (C) gilt u*Av = (u*Av)T.
Die Aussage ist wahr, da Transposition auf C = M 1(C) mit der Identitét iiber-
einstimmt.

(xxiv) Sei V ein komplexer Vektorraum. Fiir jede Sesquilinearform v : V x V. — C
gilt Vu € V : y(u,u) € R.
Sei v : C x C — C gegeben durch ~(s,t) = ist. Dann ist 7 eine Sesquilinearform,
aber es gilt v(1,1) =i ¢ R.
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(xxv) Jede normale Matrix ist entweder selbstadjungiert oder unitér.
A= (!1) hat Determinante 2 und ist somit sicher nicht unitér. Es ist A* = ( 1, 7")
und somit ist A nicht selbstadjungiert. Die Formel fiir Inverse von 2 x 2-Matrizen
impliziert A* = 2A7!, und folglich ist

A*A=2A"1TA =21, =24A7" = AA*

und A also ein Gegenbeispiel.
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2.

a) (2 Punkte) Geben Sie die Definition der Diagonalisierbarkeit fiir Endomorphismen
auf endlichdimensionalen Vektorradumen.

Betrachten Sie die Abbildung T : P,(R) — P>(R) gegeben durch
T(p) = p(2) + p'(0)z + (¢'(0) + 3p"(0))2*.
b) (5 Punkte) Zeigen Sie, dass T diagonalisierbar ist.

c) (4 Punkte) Bestimmen Sie eine Basis B von P»(R) bestehend aus Eigenvektoren
von T

d) (4 Punkte) Sei S : Po(R) — P»(R) die lineare Abbildung definiert durch
S(1)=-2, S(z)=1+z+2% S(z*) =10+ 32>

Zeigen Sie, dass eine Basis B von Py(R) bestehend aus Eigenvektoren von S und
T existiert.

Losung:

a) (2 Punkte) Ein Endomorphismus 7" eines endlichdimensionalen Vektorraumes V'
ist diagonalisierbar, wenn V' eine geordnete Basis B besitzt, sodass [T]5 eine Dia-
gonalmatrix ist.

b) (5 Punkte) Wir bestimmen die Darstellungsmatrix beziiglich der Monombasis
By = (1,z,2%): Aus

(1) =1,
T(x) =2+ z+ 22,
T(2?) = 4 + 32*
erhalten wir
1 2 4
Tlg, =10 1 0
01 3
Also ist das charakteristische Polynom von T' gegeben durch

char(T') = det([T]p, — X I3)

1-X 2 4
= det 0 1-X 0
0 1 3—X

— (1 - X)det (1_0X 3—4x> —(1- X223 - X).

Wir wissen, dass T genau dann diagonalisierbar ist, wenn R? eine Basis bestehend
aus Eigenvektoren von [Tz besitzt. Es bleibt zu zeigen, dass dim E7 > 2 ist, d.h.
dass der Eigenwert 1 geometrische Vielfachheit 2 besitzt, denn daraus folgt
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und somit By @ E3 =V.

Man berechnet

0 2 4 1 0 2 4
Z3_§Z1
T, —Iz=[0 0 o) =% [0 0 0
01 2 0 00
Insbesondere ist also Rang([T]5, — I3) = 1 und somit

dim E; = dim Ker(T' — idp,(r))

= dim Ker([T —idp,r ]BO)
= dim Ker([T]|5, — [idp,w)l5,)

= dim Ker([T]|p, — I3)

= dim R® — Rang([Tg, — I3) = 2.

(4 Punkte) Da die Eigenwerte von 7' und von @) = [T']g, nach Definition des cha-
rakteristischen Polynoms iibereinstimmen, bestimmen wir Basen der Eigenrdume
E1(Q) und E3(Q). Da elementare Zeilenumformungen der Linksmultiplikation mit
Matrizen von trivialem Kern entsprechen, bleibt der Kern einer Matrix unter ele-
mentaren Zeilenumformungen erhalten, und somit folgt aus der vorangehenden
Teilaufgabe, dass

T 01 2 x
E(Q)={veR®| Qu=}= yleR*| [0 0 0 y| =0
z 0 0O z

Man sieht leicht, dass (1,0,0),(0,2,—1) € E1(Q) und linear unabhéngig sind.

Des Weiteren berechnet man

9 2 4 92 0 4
Q-3L=[0 —2 0720 00
0o 1 0/ 2™B\0 1 0

und somit ist v = (z,y, 2) € Ker(Q — 3I3) genau dann, wenn 2z = z und y = 0.
Insbesondere ist (2,0,1) € Ker(Q — 31I3). Da die Vereinigung linear unabhéngiger
Mengen bestehend aus Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten wieder linear
unabhéngig ist, ist die geordnete Menge

1 0 2
C= o)l,1 21,10},
0 -1 1

eine Basis von R3 bestehend aus Eigenvektoren von Q. Da [-|5, ein Isomorphismus
ist, ist folglich die eindeutig bestimmte geordnete Menge B = (p1,p2,p3) mit
C = ([p1lBys [P2]By» [P3]B,) eine Basis bestehend aus Eigenvektoren von 7T'. Es ist

plzlap2:2$_x2ap3:2+w2'
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d) Wir entnehmen der Definition von S, dass

-2 1 10

Slg,=10 1 0

0 1 3

Man berechnet

-2 1 10 1 2 4 -2 7 22
SB[ T, =10 1 0 01 ol=]0 1 0
0 1 3 01 3 0 4 9

1 2 4 -2 1 10
=0 1 0 0 1 0| =[T]5I[585-

01 3 0 1 3

Insbesondere folgt also ST = TS und falls S diagonalisierbar ist, sind S und
T — wie in einer Serie bewiesen — simultan diagonalisierbar. Also existiert eine
geordnete Basis B von P(R) bestehend aus Eigenvektoren von S und 7'

Das charakteristische Polynom von S ist
charg(X) = det ([S]BO — XIg) =—(X+2)(X -1)(X-3).

Somit haben alle Eigenwerte von S algebraische Multiplizitét gleich 1 und damit
ist S diagonalisierbar.

a) (2 Punkte) Sei V ein Vektorraum iiber K. Geben Sie die Definition einer Bilinear-
form auf V.

b) (3 Punkte) Es gelte 2 # 0 in K. Sei V' ein Vektorraum iiber K und sei 5 eine nicht-
triviale symmetrische Bilinearform auf V. Beweisen Sie, dass ein v € V existiert

mit S(v,v) # 0.

c) (5 Punkte) Sei B : R"xR™ — R eine symmetrische Bilinearform. Fiir A € M,,«,,(R)
sei B4 gegeben durch S4(v,w) = B(v, Aw). Zeigen Sie, dass f4 genau dann sym-
metrisch ist, wenn GA = ATG gilt fiir die Darstellungsmatrix G von 3 beziiglich
der Standardbasis.

d) (5 Punkte) Sei f eine nicht-degenerierte, symmetrische Bilinearform auf R". De-
finieren Sie

O(B) ={A € Mypxn(R) | Vu,v € R" : B(Au, Av) = B(u,v)},
und zeigen Sie, dass O(f3) versehen mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe ist.

Loésung:
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a) (2 Punkte) Eine Bilinearform § auf V' ist eine Abbildung 8 : V x V — K, so dass
fir alle u € V' die Abbildungen S3,, 8% : V — K definiert durch

Bu(v) = B(u,v) (vevV)
B4 (v) = B(v,u) (vevV)

linear sind.

b) (8 Punkte) Angenommen es gilt f(v,v) = 0 fiir alle v € V. Da 8 nicht-trivial und
symmetrisch ist, existieren nach Voraussetzung u,u’ € V', so dass B(u,u’) # 0 ist.
Dann folgt aus der Annahme und aus der Symmetrie von /3, dass

0=08(u+u,u+u)
= B(u,u) + Bu,u') + B(u',u) + B(u', o)
= 2B(u,u’)

und somit 2 = 0, da B(u,u’) nach Wahl von u und v’ invertierbar ist. Dies ist ein
Widerspruch.

¢) (2 Punkte) Angenommen (34 ist symmetrisch. Sei G die Darstellungsmatrix von
B beziiglich der Standardbasis &,. Dann folgt

v GAw = B(v, Aw) = Ba(v,w) = Ba(w,v) = B(w, Av) = w GAv = vT AT Guw.
Insbesondere gilt also
(GA)ZJ == GZTGAej == 6?ATG63' == (ATG)Z]

fir alle 1 < 4,j < n und somit ist GA = ATG.

(8 Punkte) Sei nun G die Darstellungsmatrix von § beziiglich der Standarbasis,
d.h. fiir alle v,w € R™ gilt
B(v,w) = vl Gu.

Es gelte zudem GA = ATG. Da 8 symmetrisch ist, ist G symmetrisch, was in der
Vorlesung gezeigt wurde. Es folgt fiir alle v,w € R™ wegen der Symmetrie jeden
Elements in M;(R), dass
Ba(v,w) = (v, Aw) = vI GAw = wT ATGTv = w? ATG v
= wl ATGv = wT GAv = B(w, Av) = Ba(w,v)

und somit die Symmetrie von 4.

d) (5 Punkte) Sei G die Darstellungsmatrix von [ beziiglich der Standardbasis. Da
/3 nicht degeneriert ist, existiert fiir alle w € R™ \ {0} ein v € R™ mit v"Gw # 0
und insbesondere ist also Gw # 0, da ¢;Gw = (Gw); fiir alle 1 < i < n. Es folgt
Ker(L¢g) = {0} und somit ist G invertierbar.

Sei A € O(p). Nach Wahl von G folgt, dass

v ATGAw = v Gw
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b)

c)

gilt fiir alle v,w € R". Analog zu vorangehender Teilaufgabe gilt also ATGA = G.
Insbesondere folgt

det(A)? det(G) = det(ATGA) = det(Q)

und da G invertierbar ist, folgt det(A)? = 1. Insbesondere ist A invertierbar.
Seien A, B € O(f), dann gilt fiir alle v, w € R"

B((AB)v, (AB)w) = S(A(Bv), A(Bw)) = S(Bv, Bw) = (v, w),

und somit ist O() abgeschlossen unter Multiplikation. Die Assoziativitéit folgt
sofort aus der Assoziativitidt der Matrixmultiplikation in M, (R). Es gilt

B(Inv, Iyw) = B(v,w)
fir alle v,w € R™ und somit ist I, € O(fB) ein neutrales Element. Es bleibt zu
zeigen, dass O(f) abgeschlossen ist unter Inversion.
Aus der Invertierbarkeit von A, G und aus ATGA = G folgt A = G~ 1(AT)~G

und somit

Al =G tATG.

Somit reicht es zu zeigen, dass G~'ATG € O(B) gilt, wann immer A € O(p) ist.
Da G nach Voraussetzung symmetrisch ist, gilt G™'GT = GG = I,, und somit
ist G~ = (GT)~! = (G™HT, da Inversion und Transposition kommutieren. Unter
Verwendung dieser Tatsachen berechnet man fiir beliebige v, w € R"”

B(A I, A7) =T (GTTATG)T (G AT G)w
= oTGTA(G™HT AT Gw
=vTGAG'ATGw

N e’
=A-1
=o' Guw = B(v,w),

und somit folgt die Behauptung.

(2 Punkte) Geben Sie die Definition einer Jordanbasis.

(8 Punkte) Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage: Zwei lineare Ab-
bildungen, die das gleiche, in Linearfaktoren zerfallende, charakterische Polynom
besitzen, besitzen (bis auf Ahnlichkeit) dieselbe Jordannormalform.

(4 Punkte) Bestimmen Sie eine Jordannormalform der Matrix

S M6><6(K).

— = = = O

0
0
1
1
1
1

e e
e i e e e R )
_ -0 O O O
_ O O O O O
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d) (6 Punkte) Sei n € N. Zeigen Sie, dass I, — Jp o und I, + Jp o tiber K zueinander
dhnlich sind, wobei J;, o der n x n-Jordanblock zum Eigenwert 0 ist.

Losung:

a) (2 Punkte) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und
sei T' € End(V). Eine geordnete Basis B von V ist eine Jordanbasis fiir 7', wenn
[T]p Jordan Normalform besitzt.

b) (8 Punkte) Das charakteristische Polynom der Matrizen I, und (1) ist gleich
und da jeder Korper die 1 enthélt, zerfillt das charakteristische Polynom in Li-
nearfaktoren. Die beiden gewéhlten Matrizen sind bereits in Jordan Normalform,
und die beiden Formen sind nicht &hnlich, da die Identitdtsmatrix nur zu sich sel-
ber dhnlich ist. Somit besitzen die beiden Matrizen (bzw. die zugehorigen Links-
multiplikationsabbildungen) verschiedene Jordan Normalform und die Aussage ist
falsch.

¢) (4 Punkte) Da die Determinante einer Dreiecksmatrix das Produkt der Diagonal-
eintréige ist, ist das charakteristische Polynom von B gegeben als

charp(X) = det(B — X1Is) = (1 — X)S.

Somit zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren und der einzige
Eigenwert ist 1. Es ist

— = R RO
=== OO
=== 0 OO
= =0 O O O
_ o oo OO
o O O O O O

Sei A = B — I, dann gilt fiir 1 < i < 6 die Gleichung Ae; = A®. Insbesondere ist

6

Aei= > ¢ (1<i<6).
j=i+1

Explizit erhédlt man also

Aeg =0
Aes = eg
Aey = Ales + eg) = €6
Ades = A%(eq + 5+ eg) = e
Atey = A3(e3+ e4 + €5 + €) = e
Ade; = A'(eg +e3 +eq+e5+eg) = e
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Insbesondere ist also e; ein Hauptvektor zum Eigenwert 1 mit Zyklus der Léange 6
und somit enthélt die Jordan Normalform von B einen Jordanblock zum Eigenwert
1 der Dimension mindestens 6. Da B eine 6 x 6-Matrix ist, ist

110000
011000

Joyi = 001100
’ 000110
0 00O0T171

0 00O0O0T1

eine Jordan Normalform fiir B.

d) (6 Punkte) Falls n = 1 ist, folgt J,, o = (0) und somit ist I, + Jp 0 = I,, — Jn,0 und
es ist nichts zu zeigen. Sei also von nun an n > 1.

Die Matrizen I,, — Jy0 und I, + J, o sind obere Dreiecksmatrizen mit Diago-
naleintrigen alle gleich 1. Somit ist (1 — X)™ das gemeinsame charakteristische
Polynom und da das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt, sind
beide Matrizen iiber K #hnlich zu ihren Jordan Normalformen. Man beachte, dass
I, + Jno = Jn,1 bereits in Jordan Normalform ist. Es reicht also zu zeigen, dass
I, — J, einen Hauptvektor zum FEigenwert 1 mit Zyklus der Linge n besitzt,
denn daraus folgt, dass jede Jordan Normalform zu I,, — J, o einen Jordanblock
JIn,1 € M, (K) enthélt und da I, — Jp 0 € M, (K) ist, folgt also die Ahnlichkeit von
I, — Jnound Jy 1 = I, + J, 0 wie gewiinscht.

Wir verwenden wieder

; i1 fallsi>1
Jn,ﬂei: T(L%: {ez 1 alls 17

0 sonst
und erhalten insbesondere —J,, ge,, = —€,,—1. Wir verwenden nun Induktion. Falls
n = 2 ist, folgt also (—Jmo)Qen = 0 und —Jpoe, = —e1 # 0 und I, — Jypo

besitzt also einen Hauptvektor zum Eigenwert 1 mit einem Zyklus der Linge n.
Es bleibt, die Aussage im Falle n > 2 zu beweisen. Sei ¢ < n — 2 und wir nehmen
an, es gilt (—Jn0)'en = (—=1)%e,—;. Dann folgt (—Jn0) ™t = (=1)"(=Jno)en—i =
(—1)"*e,_;—1 und nach Induktion also (—J, )" ‘e, = (—1)""le;. Da J,0e1 =0
ist, besitzt —J, ¢ also den Hauptvektor e, zum Eigenwert 1 und mit Zyklus der
Lénge n. Somit folgt die Behauptung.

5. Im Folgenden sei (V, (-, -)) ein unitérer Vektorraum. Gegeben u € V, definieren Sie eine
Abbildung H, : V — V durch Hy,(v) = v — 2(u, v)u.

a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass H, linear ist.
b) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass H, = Iy <= u =0.

c) (8 Punkte) Zeigen Sie, dass H,, existiert. Folgern Sie, dass H,, selbstadjungiert ist.
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d) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass H,, genau dann unitér ist, wenn ||u|| € {0,1} ist.
e) (8 Punkte) Sei V ist endlichdimensional. Bestimmen Sie die Eigenwerte von H,,.
Loésung;:

a) (3 Punkte) Unter Verwendung der Sesquilinearitit des inneren Produkts folgt fiir
alle vi,vo € V, A e C

H,(v1 + Ava) = (v1 + Ava) — 2(u, v1 + Ava)u
= (v1 + Av2) — 2({u, v1) + Mu, v2))u
= (v1 — 2{u,v1)u) + Mvg — 2{u, vo)u)

Also ist H,, linear.

b) (3 Punkte) Es ist H, = Iy genau dann, wenn H,(v) = v fiir alle v € V gilt,
also genau dann, wenn v — 2(u,v)u = v gilt fiir alle v € V bzw. aufgrund der
Kiirzungsregel dazu #dquivalent 2(u,v)u = 0 fiir alle v € V. Es reicht also zu
zeigen, dass 2(u,v)u = 0 fiir alle v € V genau dann gilt, wenn u = 0 ist. Falls
u = 0, dann ist Au = 0 fiir alle A € C und es folgt die Implikation v = 0 —
Vo € Vi 2(u,v)u = 0. Sei nun u # 0, dann ist Au # 0 fiir alle A € C*. Tatséchlich
gilt fiir solche A

0#u=M"1Av=1"10w0)

und folglich Av # 0. (Das muss durch die Studierenden nicht iberprift werden.)
Da u # 0, gilt 2(u,u) # 0, da 2 # 0 ist in C und da /(-,) eine Norm auf V
definiert. Somit folgt die Behauptung.

¢) (3 Punkte) Unter Verwendung der Sesquilinearitéit des inneren Produkts berech-
nen wir fiir beliebige v,w € V

(w, Hy(v)) =

und da H, linear ist und die Gleichung
(Hy (w),0) = (w, Hy(v)) (v,w € V)

die adjungierte eindeutig und vollsténdig bestimmt, folgt H; = H,, d.h. H, ist
insbesondere selbstadjungiert.

d) (3 Punkte) Da die Identitét unitér ist, konnen wir wegen Teilaufgabe b) annehmen,
dass u # 0 ist, bzw. dazu #dquivalent ||u|| # 0 ist. Man berechnet fiir beliebige
v,w €V, dass

(Hy(w), Hy(v)) = (w,v) — 4w, u)(u, v) (1 = (u, u)).
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Per definitionem ist H, genau dann unitér, wenn (H,(w), H,(v)) = (w, v) gilt fiir
alle v,w € V, und somit ist also H, genau dann unitir, wenn

4w, u)(u, v)(1 — [|ull*) = 0

gilt fiir alle v,w € V. Falls ||u|| = 1, dann ist dies erfiillt. Sei |lu|| # 1, dann gilt
wegen der Voraussetzung ||u|| # 0 und wegen der nicht-Negativitéit der Norm, dass
lul| € (0,1) U (1,00). Insbesondere ist also ||ul? # 1. Nach Einsetzen von u fiir
v, w erhalten Wir

07 4flufl* (1 = flull?) = 4(u, u)(u, u)(1 — [[u]?)
und somit ist H, in diesem Falle nicht unitér.

e) (4 Punkte) Man berechnet H,(u) = (1—2||u||?)u, und folglich ist u ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1 — 2||ul|?. Somit ist

Cu C Ey_gpyz = {v € V | Hy(v) = (1 = 2|jul*)v}.
In der Vorlesung wurde gezeigt, dass V = Cu @ {u}*. Sei v € {u}*, dann ist
H,(v) =v—2(u,v)u=v
und somit ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Insbesondere gilt also
{u}t C By ={ve V| H,(v) =v}.

Es folgt
V=Cus {u}L - El*Q”“HQ +FELCV

und folglich ist V' = E_y),2 + E1. Insbesondere folgt o(H,) = {1,1 — 2[Ju|[*}.

a) (10 Punkte) Sei A € My, (R) symmetrisch, positiv definit. Zeigen Sie, dass A eine
eindeutige symmetrische, positiv definite Quadratwurzel besitzt, d.h. es existiert
genau eine Matrix B € M, x,(R) symmetrisch, positiv definit, sodass A = B2.

b) (5 Punkte) Bestimmen Sie die symmetrische, positiv definite Quadratwurzel der
Matrix

3 -1 0

3 0

0 6
Loésung:

a) (5 Punkte) Da A symmetrisch, positiv definit ist, existiert nach dem ersten Spek-

tralsatz eine ONB B von R", sodass D = [idgn ]| gnA[ian]g” eine Diagonalmatrix ist

mit positiven Diagonaleintrigen. Da B eine ONB ist, gilt [ian]?‘n = ([ian]fg")T.
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Im Folgenden sei Q = [ian]g”. Sei v/D die eindeutige Diagonalmatrix mit positi-
ven Eintrégen, sodass v DvD = D gilt. Definiere B = QvDQ™, dann gilt

=QvVDQ'QVDQ" = QVDVDQ" = QDQ" =

Des Weiteren ist BT = Q\F QT = QvVDQT = B, da VD eine Diagonalmatrix
ist. Schlussendlich ist B positiv definit, denn B ist nach Konstruktion diagonali-
sierbar mit positiven Eigenwerten. Sei hierfir v € R™\ {0} und sei w € R™\ {0} so
gewihlt, dass v = Qw. Seien Ay,..., A, die (positiven) Diagonaleintrige von VD,
dann folgt aus der Orthogonalitéit von @), dass

(Bu,v) = (VDQ"v,Q"v) = (VDuw, w) = Zw - 0.

Dies zeigt die Existenz einer symmetrischen, positiv definiten Quadratwurzel.

(5 Punkte) Sei nun B eine beliebige symmetrische, positiv definite Quadratwurzel
von A. Sei B eine geordnete ONB von R™ bestehend aus Eigenvektoren von A.
Sei v ein Eintrag von B und sei Av = \?v fiir A > 0. Da B symmetrisch, positiv
definit ist, gilt Ker(B + AI,) = {0}, da B keine negativen Eigenwerte besitzt.
Insbesondere folgt aus

0= (A—XN1,)v=(B+\,)(B— \,)v,

dass v ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A ist. Sei Q) = [ian]g”, dann ist also
BQ = QDgp fiir eine Diagonalmatrix Dp. Wir erinnern nochmals daran, dass Q)
eine orthogonale Matrix ist.

Sei nun C' eine beliebige weitere symmetrische, positiv definite Quadratwurzel von
A, dann ist also C' = QDcQT und somit C~! = QD&IQT. Somit ist
I, = C2B? = QD*D3Q" — D*D% =1, — D% = D%
und somit folgt aufgrund der Positivitdt der Diagonaleintrdge von Dp und Dc,
dass Dp = D¢ ist. Insbesondere gilt also B = C.
Alternativ siehe die Musterlosung zu Aufgabe 2¢ unter https://metaphor.ethz.ch/x/2017/fs/401-
1152-02L/ex/s09/109.pdf

(5 Punkte) Sei M = 3( * 3'), dann ist charp/(X) = X?—3X +2 und somit besitzt
M die Eigenwerte 1 und 2. Da det(A) = 3det(M) ist, folgt o(A) ={1,2,3} (und
somit ist A tatsichlich positiv definit). Man berechnet Ker(M — I5) = R(e; + e2)
und Ker(M — 2I5) = R(e; — e2). Da A in Blockform ist, ist also

B = (vi,v2,v3) = (%(61 + e2), %(61 - 62),63)

eine ONB von R? bestehend aus Eigenvektoren von A. Diese Daten setzen wir in
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obigen Beweis ein und finden eine positiv definite Quadratwurzel

Y I N R N i
|2 T2 vz 2
o o 1/\0 0 V3/\o o 1
11+ﬂ1—\/§0
:51—\/§1+ﬂ0
0 0 V12

die positive Definitheit von B folgt aus der Positivitit der Eigenwerte 1,1/2,v/3.



