Definition. Sei V' ein K- Vektorraum, seien T € End(V') und A; ein Eigenwert von T'. Setze
Ey; i={u eV |T(u) = \u} = Ker(T — \;idy).
Wir nennen Ey, den Eigenraum von T' zum Eigenwert \; und dim(E);) die geometrische Multiplizitit von A;.

Theorem. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Sei T € End(V'), sodass chary(X) tber K in Linearfak-
toren zerfdllt. Seien Aq,...,\; € K die paarweise verschiedenen Figenwerte von T. Dann gilt:

1) T ist diagonalisierbar <= fiir alle 1 < j <k gilt m; = dim(E);) <= V = @le E,,.

2) Wenn T diagonalisierbar ist und fir jedes 1 < i < k die Menge S; C E\, eine Basis von E, ist, dann ist
S:=851U---USy eine Basis von V bestehend aus Eigenvektoren von T.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum, sei T € End(V) und sei w € V. Wir nennen den Unterraum
W = span({T"(u) | k e NU{0}})
den von u aufgespannten T-zyklischen Unterraum von V.

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei T € End(V). Wenn W C V ein T-invarianter
Unterraum ist, so teilt das Polynom charr,, (X) das Polynom charp(X) in K[X].

Theorem. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei T € End(V). Seiuw € V \ {0} und W :=
span({T"(u) |l € NU{0}}). Sei k := dimW. Dann gelten

i) k>0 und {T'(u) | 0 <1<k} ist eine Basis von W.
ii) Seien ag,...,ax_1 € K, sodass T*(u) = —agu — - — ap,_1T*~*(u), dann ist

charp, (X) = (=1)*(ap + a1 X + -+ + ap_ X* 71 + XF).

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung T € End(V) heisst
i) Involution, falls T o T = idy .
ii) Projektion, falls ToT =T.
i) nilpotent, falls ein k € N ezistiert, sodass T* = 0.
Proposition. Sei V' ein K- Vektorraum. Seien B C End(V') die Menge aller Projektionen P :V — V und sei
W = {(Wr,Wa) | W; CV ist ein Unterraum und V. =Wy @& Wa}
die Menge aller Paare von Unterrdumen mit trivialem Schnitt, deren Vereinigung V erzeugt. Die Abbildungen
B -2
P> (Im(P), Ker(P))
Fy 0 — B
(W1, Ws) — P € P die Projektion auf Wi parallel zu Wo
sind wohldefiniert und zueinander invers. Zudem gilt Im(P) = Ker(idy — P) fir alle P € 3.
Proposition. Sei V' ein K-Vektorraum, sei P € End(V') eine Projektion. Dann gelten

i) Die Eigenwerte von P liegen in {0,1} und V = Ker(P) ® Ey. Insbesondere ist P diagonalisierbar und Ey =
Im(P).

ii) Sei PL :=idy — P, dann ist P+ o Pt = PL. Es ist Ker(P+) = Im(P) und Im(P+) = Ker(P).

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum, und sei S = (v1,...,vy) eine geordnete, orthogonale Teilmenge
von V und sei 0 € S. Falls w = Zle a;v; fiir Skalare a; € R, dann gilt

<U’£7 w> .
a;=-—"—=- (1<i<k).
il
Theorem. Sei V ein Euklidischer Vektorraum und S = (v1,...,v,) eine geordnete, linear unabhingige Teilmenge
von V. Definiere
k-1 (w;, v8)
w; =v; und wk:vk—z A ]; w; (2<k<n).
2 |
Dann ist S = (w1, ..., wy) eine geordnete orthogonale Teilmenge von V, deren Elemente alle von 0 verschieden sind,

und die span(S) = span(S) erfillt.



Korollar. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei B = (vy,...,vy) eine ONB von V und
sei T € End(V). Sei A= [T|g, dann gilt A;j; = (v;,T(v;)), (1 <4,5 <dimV).

Proposition. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum, sei W C V ein endlichdimensionaler Unterraum und sei

(v1,...,vx) eine ONB von W. Seiv € V, dann existiert ein eindeutiges z € W=, sodass
k
v = Z(vi, V)v; + 2.
i=1

Theorem. Sei (V,{(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum. Dann ist die Abbildung ® : V — V*,
v = @, mit ©,(u) = (u,v) fiir allew € V ein Isomorphismus mit Inverse ®~1 : V* — V gegeben wie folgt: Sei f € V*,
dann ist ®~1(f) € V der eindeutig bestimmte Vektor in 'V, der fiir alle w € V die Gleichung (u,®~1(f)) = f(u) erfillt.

Theorem. Seien (V,{(-,-)v) und (W,{-,-)w) endlichdimensionale Euklidische Vektorraume. Seien B, C geordnete
orthonormale Basen von V' bzw. von W und sei T' € Hom(V, W). Dann gilt

716 = (IT)%)"

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und sei T € End(V') selbstadjungiert.
Dann existiert eine geordnete Orthonormalbasis von V', deren Elemente alles Eigenvektoren von T sind.

Theorem. Sei A € M, (R) symmetrisch, dann ezistiert eine orthogonale Matriz Q € My x,(R), sodass
D=Q 'AQ =Q"AQ
eine reelle Diagonalmatrix ist.

Korollar. Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei T € End(V') und angenommen V' besitzt eine
ONB bestehend aus Eigenvektoren von T'. Dann ist T selbstadjungiert.

Theorem. Sei (V, (-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum. SeiT € End(V'). Folgende sind dquivalent:
i) Yu,v € Vi (Tu, Tv) = (u,v).
i) TT* =T*T =idy.
iii) Sei B eine ONB von V', dann ist T(B) eine ONB von V.
iv) Es existiert eine ONB B von V', sodass T'(B) eine ONB von V ist.
v) T ist eine Isometrie.
Korollar. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei T € End(V'). Folgende sind dquivalent:

i) V besitzt eine ONB bestehend aus Eigenvektoren von T zu Eigenwerten, deren Absolutbetrag allesamt gleich 1
15t.

ii) T ist selbstadjungiert und orthogonal.

Korollar. SeiV ein endlichdimensionaler K- Vektorraum, n = dim(V'), und sei B eine Basis von V. Seien 5 € BF(V)
und A € My« (K). Folgende sind dquivalent:

i) A= [f]s-
i) Yu,v € V 1 Blu,v) = [u]5Alv]s.

Theorem. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei 2 # 0 in K. Dann ist jede symmetrische Bilinear-
form auf V' diagonalisierbar.

Theorem. Sei K ein Korper in welchem 2 # 0 gilt. Sei A € M« (K) symmetrisch. Dann ist A kongruent zu einer
Diagonalmatriz.

Definition. SeiK ein Korper, sodass 2 # 0. Sei'V ein K-Vektorraum. FEine Abbildung @Q : V — K is eine quadratische
Form auf V', falls
QW) = N?Q(v) fiir alle \e K, v eV,

und falls die Abbildung Bg : V x V — K definiert durch

Bo(u,v) = 5 (Qu+v) = Qu) = Q(v)) (u,veV)

| —

eine Bilinearform auf V ist.



Definition. Sei K ein Korper, sodass 2 # 0. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Eine Abbildung Q :
V — K ist eine quadratische Form, wenn eine geordnete Basis B von V und eine symmetrische Matriz A € M, (K)
eristieren, sodass

Q) = [v|EA[v]p  fiir allev € V.
Theorem. Sei Q) eine quadratische Form auf R™. So gilt:

i) FEs existiert eine ONB B = (w1, ...,wy) von R™ fir das standard innere Produkt, es gibt p,q € NU {0} sowie
Ay Aptq >0, sodass p+q < n und

Q(”) = )‘la% +eee )‘pai - )‘p+1a;2)+1 - /\p+qa127+q
fir alle v € R™ gelten, wobei v = ajwy + -+ + apWwy,.

ii) Es existiert eine orthogonale Basis B = (vy,...,v,) von R™ fir das standard innere Produkt, es gibt p, ¢ € NU{0},
sodass p+q <n und
Q(v):@%+...+d§_di+l_..._a

fur alle v € R™ gelten, wobei v = ajv1 + -+ + apvy,.
Das Tupel (p,q) heisst Typus von Q.
Korollar. Zwei symmetrische, reelle Matrizen A, B € M, «,(R) sind genau dann kongruent, wenn o(A) = o(B) gilt.

Theorem. Seien (V,{-,)v), (W, (-, )w) endlichdimensionale, euklidische Vektorraume, n = dim(V'), m = dim(W),
sei T € Hom(V,W) und r = Rang(T) > 1. Dann ezistieren o1 > --- > o, > 0 und orthonormale Basen B =
(v1y...,0n), C=(w1,..., W) von V und W, sodass

ow; 1<i<r
T’l}z — 1 K3 = =
0 sonst

Korollar. Fir jede Matrix A € My, x,(R) mit r = Rang(A) > 1 existieren Matrizen @Q € O(n), R € O(m) sowie eine
Matriz D € My, xn(R) der Form

g1 0 0
D =
0 - o 0
0O --- 0 0
mit oy > --- > 0, > 0, sodass A = RDQT gilt. Die Eintrige oy, ...,0, in der Singuldrwertzerlegung von A heissen

Singuldrwerte von A und sind gleich der positiven Quadratwurzeln der positiven Eigenwerte von AAT.

Definition. Sei (V,{(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei T € End(V'). T ist eine Rotation,
falls entweder T = idy oder falls ein 2-dimensionaler Unterraum W C V mit einer ONB (v1,vq) von W sowie ein
0 € R existieren, sodass

T(v1) = cos Ovy + sin Hvg
T(vg) = — sin fv;y + cos vy
und T(v) = v fiir alle v € W gelten. T ist eine Rotation um W, bzw. W+ ist die Rotationsachse von T.

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei T € End(V') orthogonal und seien
Wi, ..., Wy, paarweise orthogonale, T-invariante Unterraume von V der Dimensionen 1 oder 2. sodass V. = W1 &

...@Wm_

i) Die Anzahl der Unterrdume W; fiir welche T'|w, eine Rotation bzw. eine Reflexion ist, ist gerade oder ungerade
abhdngig davon, ob detT =1 oder detT = —1.

i1) Es ist immer mdglich V' so zu zerlegen, dass die Anzahl der W; fiir welche T'|w, eine Reflexion ist, gleich 1 oder
0 ist und zudem, falls Ty, eine Reflexion ist, dim W; =1 gilt.

Theorem. Sei V ein K-Vektorraum, T € End(V'), A € K ein Eigenwert von T. Dann gelten
i) Kx CV ist ein T-invarianter Unterraum und Ey C K.
ii) Fir alle p # X ist (T — pidy )|k, injektiv.

Theorem. SeiV ein endlichdimensionaler K- Vektorraum, sei T' € End(V) und charp(X) zerfalle in Linearfaktoren.
Sei B eine geordnete Basis von V', die eine disjunkte Vereiningung von Zyklen von Hauptvektoren von T ist. So gelten



i) Seiy C B ein Zyklus eines Hauptvektors von T und set W = span(y). Dann ist W invariant unter T und [T'|w |,
1st ein Jordanblock.

it) B ist eine Jordanbasis von V.

Korollar. Sei A € My, xn(C). So ist exp(A) = limy_, o0 fo:o %T wohldefiniert. Es gilt det(exp(A)) = exp(tr(A4))
und somit exp(A) € GL,(C).

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein unitirer Vektorraum und sei B = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V. Dann existiert
genau eine ONB B = (01,...,0,) von V', sodass fir alle 1 < j <n gilt

J
Vj = Zaij@' (aij € (C,(ljj € R+)
i=1

Es gqilt v; = HZ—LH, wobet U; = v; — Z;;Il <|f5;1\}|i2> ¥;. Insbesondere besitzt jeder endlichdimensionale unitdire Vektorraum

eine ONB.

Proposition. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum, sei U C V ein Unterraum und sei my :
V — U die orthogonale Projektion von V auf U. Sei B = (vi,...,vn) eine ONB von U, dann gilt

m

mu(v) =Y (iv)v; (VEV).

i=1
Proposition. Seien (V, (-, )v), (W, (-, )w) unitdre Vektorraume. Seien T € Hom(V,W).
o Wenn T* existiert, dann existiert auch (T*)* und es gilt (T*)* =T.

e Fualls T* existiert und dimV < oo, dann gilt fir jede ONB B = (v1,...,v,) von V, dass

n

T*(w) = Z<T(Ui)7w>WUi (w S W)

i=1

e Seien V,W endlichdimensional und seien B, B ONB von V,W. Dann ist
[T*15 = ([T]5)".

o Sei A€ Myun(C), dann ist (La)* = La».

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer oder unitirer Vektorraum. Sei T € End(V). Wenn
chary(X) in Linearfaktoren zerfdllt, dann existiert eine ONB B von V, sodass [T'|g eine obere Dreiecksmatriz ist.

Proposition. Sei (V,{(-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum, sei T € End(V).
i) Falls T selbstadjungiert ist, ist T normal.
it) Falls T unitdr ist, ist T normal.
ii1) Falls T normal ist, ist T* normal.
Theorem. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer oder unitirer Vektorraum. Sei T' € End(V') normal.
i) |T()|| = |T*(v)|| fir allev e V.
it) T — cidy ist normal fir alle ¢ € K.
i) T(v) = = T*(v) = M.
iv) Seien A1, A2 verschiedene Eigenwerte von T mit Figenvektoren vy1,vy. Dann gilt v1 L vs.

Theorem. Seien (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum und sei T € End(V). T ist genau dann
normal, wenn eine ONB B von V bestehend aus Eigenvektoren von T existiert.

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein unitarer Vektorraum und sei T selbstadjungiert.
i) Alle Eigenwerte von T sind reell.

ii) Falls dimV < oo, dann existiert eine ONB von V' bestehend aus Eigenvektoren von T. Insbesondere ist T
diagonalisierbar.

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitdrer Vektorraum, sei T € End(V') unitdr, so gelten:
i) Alle Figenwerte von T haben Betrag 1.

it) T ist diagonalisierbar.



