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1 Grundlagen

1.1 Relationen
Definition. Seien X und Y Mengen. FEine Relation auf X x Y ist eine Teil-
menge R C X xY. Firz e X, y €Y sagen wir x steht in Relation mit y,
falls (x,y) € R ist. Wir schreiben xRy.
Definition. Sei R eine Relation auf X, d.h. R C X x X.
i) R ist transitiv, falls Vo,y,z € X
TRy ANyRz — xRz

it) R ist reflexiv, falls Vx € X
TRz

ii1) R ist symmetrisch, falls Yo,y € X

TRy <= yRz

Definition. FEine Relation, die sowohl transitiv wie reflexiv wie symmetrisch
ist, nennt man eine Aquivalenzrelation. Fir xz,y € X und xRy schreibt man
x ~y und sagt x und y sind dquivalent.

Definition. Sei X eine Menge und ~ ein Aquivalenzrelation auf X. Wir
definieren die Aquivalenzklasse von x € X durch

[@lv i ={ye X |y~ux}
Proposition. Sei X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation, Ve, y e X
[z~ Ny~ #{} = [zl~ =[yl~

Definition. Sei ~ eine Aquivalenzre{_ation auf X. Wir definieren die Quotien-
tenmenge X/ ~ als die Menge aller Aquivalenzklassen beziglich ~.



1.2 Grundlegende Algebra

Definition. Eine Gruppe ist ein Tupel (G, o,e) bestehend aus einer Menge G,
einer Abbildung
0:GxGE—-G

und einem ausgezeichneten Element e € G, so dass gilt

(G1) Ya,b,c € G:ao(boc)=(aob)oc (Assoziativitit)
(G2) YVae G:eoca=a (linksneutrales Element)
(G3) Vae Gd' € G:d' oca=ce (linksinverses Element)

Die Gruppe heisst kommutativ oder abelsch, wenn zusdtzlich gilt
(G4) Ya,be G:aob=boa (Kommutativitdt)
Theorem. In jeder Gruppe (G,o,e) gilt:
i) Jedes linksneutrale Element ist rechtsneutral, d.h. Ya € G :aoe = a.
it) Jedes zu a € G linksinverse Element a’ € G ist rechtsinvers, d.h. aoca’ = e.
i11) Das neutrale Element ist eindeutig.
i) Zu jedem a € G ist das inverse Element a~! € G eindeutig.
v)Va€G:(a )"t =a.
vi) Va,b € G: (aob)™t =b"toa 1.
vii) Ya,b € Gz € G:aox =b.
viii) Ya,b € Gly e G:yoa =b.
iz) Ya,b,c e G:b=c <= aob=uaoc.
z) Ya,b,ce G:b=c <= boa=coa.

Definition. Ein Korper ist ein Tupel (K, +,-,0,1) bestehend aus einer Menge
K mit zwei Abbildungen

+ KxK-=>K;(z,y) —»x+y
Kx K=K (z,y)—x-y

und ausgezeichneten Elementen 0,1 € K, so dass die folgenden Korperaziome
gelten:

(K1) Vae,y,ze K:x+(y+2)=(x+y)+2 (Assoziativitat der Addition)
(K2) Ve,yeK:z+y=y+z (Kommutativitat der Addition)
(K3) Ve e K:0+z =2 (Neutrales Element der Addition)
(K4) Ve e K3z’ e K:z+2' =0 (Inverses Element der Addition)

(K5) Ve,y,ze Kz - (y-2)=(x-y) 2 (Assoziativitat der Multiplikation)



(K6) Ve eK:1-z =z (Neutrales Element der Multiplikation)

(K7) Ve e K\ {0}32' e K:z-2' =1  (Inverses Element der Multiplikation)

(Distributivitat)

(Nichttrivialitit)

(K8) Vr,y,z € K:a-(y+2) =(z-y)+ (z-2)
(+y) z=(z-2)+(y-2)
(K9) 1#0
(K10) Ve,y e K:x-y=y-x (Kommutativitdt der Multiplikation)

Definition. Sei R ein Ring. Vx € RVn € Z definieren wir

T4+ fallsn >0
s d
n-r:=1<0 fallsm=0

|n| Summanden

(FFFR) fallsn <0
Theorem. Sei R ein Ring. Vx,y € RVn,m € Z gilt:
i) (—n) -z =—(n-x).
ii) (m+n)-z=(m-z)+ (n-x).
iv) m- (@ +y) = (m-2) + (m-y).

v)m-(z-y)=(m-z)-y.

Definition. Sei R ein Ring. Yo € R¥n € NU {0} definieren wir

x- -z fallsn >0
n N——
X = § n Faktoren
1 fallsm=20

Wenn x € R*, und n € Z, n <0, dann definieren wir
2" = ()"
Theorem. Vz,y € KVn,m € Z gilt, soweit definiert:
i) o™ = g™ g,
ii) (z-y)™ = am - ym.

iii) z™" = (zm)",



2 Vektorraume und lineare Abbildungen

2.1 Vektorraume

Definition. Sei K ein Korper. FEine Menge V zusammenmit einer inneren
Verknipfung (Addition genannt)

+:VxV-=>V;(u,v)—u+tv
und einer ausseren Verknipfung (Multiplikation genannt)
KXV Vi) —= Ao
heisst ein Vektorraum dber K wenn folgende Vektorraumaziome gelten:
(Vi) VuyveV:iu+v=v+u
(V2) Yu,v,w eV :(u+v)+w=u+ (v+w)
(V3) 30y e VVueV: 0y +u=u
(V) VueVIveV :iut+v=0y
(V5) YVueV:1l-u=u
(V6) VA, peKVueV:A-p)-u=A-(p-u)
(Vi) VAe KVu,v e V:X-(u+v)=A-u+X-v
(V) VA peKVueV :A+pu)-u=A-u+p-u

Definition. Eine m xn Matrix A mit Koeffizienten a;; € K ist ein rechteckiges
Schema

a11 a12 A1n

a21 a22 a2n
A= .

Am1 Am?2 Tt Amn

mit n Spalten und m Zeilen. a;; bezeichnet den Koeffizienten in der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte.

Proposition. Sei V ein Vektorraum und seien u,v,w € V, dann gilt
U+w=v+w = uU="0
Korollar. Der Vektor Oy in (V3) ist eindeutig bestimmd.
Korollar. Seiwu € V. Der Vektor v in (V4) ist eindeutig bestimmt.
Proposition. Sei V' ein Vektorraum, so gilt:
a) 0-u=0pYueV.
b) (N -u=—A-u) =X (—u)V2xeKvu e V.
c) A0y =0pVA e K.



2.2 Unterraume

Definition. Sei V' ein Vektorraum tber K. Fine Teilmenge W C V' nennt man
einen Unterraum, wenn W ein Vektorraum tiber K ist mit der von V' induzierten
Addition und Multiplikation mit Skalaren in K.

Theorem. Sei V ein Vektorraum tber K und W C V eine Teilmenge. W ist
ein Unterraum von V' dann und nur dann, wenn folgendes gilt:

i) 0eW.
i) Yu,v e W:u+veW.
i) vue WvdeK: A-ueW.

Theorem. Seien V ein Vektorraum und I eine Indexmenge und sei fiir jedes
i € I W; ein Unterraum von V. Dann ist der Durchschnitt

W= (W,
iel
wieder ein Unterraum.

Definition. Seien S1 und S nicht-leere Teilmengen von V. Man definiert die
Summe S7 + Sy durch

S1+52:{u+v|u651,v652}

Definition. Ein Vektorraum V ist die direkte Summe von Wi und Ws, bezeich-
net mit V.=Wi; ® Wy, wenn W1, Wy C V' Unterrdume sind, so dass W1 NWy =
{0} und Wi + Wy = V.

2.3 Linearkombinationen & lineare (Un-)Abhéangigkeit

Definition. Sei V' ein Vektorraum und {} # S C V eine Teilmenge. Einen
Vektor v € V nennt man eine Linearkombination der Elemente von S, falls
endlich viele Elemente vq,...,v, € S und Skalare \1,..., )\, € K existieren, so
dass

v = )\lvl + -+ A'rLU'rL

Theorem. Sei S C V eine nicht-leere Teilmenge, so ist die Menge W beste-
hend aus allen Linearkombinationen der Elemente von S ein Unterraum von
V. Zudem ist es der kleinste Unterraum von V, der S enthdalt, d.h. W ist eine
Teilmenge von jedem Unterraum von V', der S enthdlt.

Definition. Den Unterraum aller Linearkombinationen einer Menge S nennt
man das Erzeugnis von S und man schreibt (S) oder span(S). Wenn S = {},
dann definieren wir (S) := {0}.

Definition. Eine Teilmenge S CV mit (S) =V heisst ein Erzeugendensystem
von V.

Definition. S C V heisst linear abhangig, wenn Juq,...,u, € V, 3N, ..., Ay €
K nicht alle gleich 0, so dass

Aur + -+ Apu, =0

S heisst linear unabhéngig, wenn S nicht linear abhdngig ist.



Theorem. Fir jede Teilmenge S CV sind folgende dquivalent:

a) S ist linear unabhdingig.

b) Kein Element in S ist eine Linearkombination der ibrigen Elemente von

S.

¢) Jeder Vektor in V' besitzt hichstens eine Darstellung als Linearkombina-
tion der Elemente von S.

Theorem. Sei V' ein Vektorraum und Sy C Sy C V. Wenn Sy linear abhdngig
ist, so ist So dies auch.

Korollar. Sei V' ein Vektorraum und S; C So C V. Wenn Sy linear unabhdngig
ist, so ist Sy dies auch.

2.4 Die Basis und die Dimension

Definition. FEin linear unabhdngiges Erzeugendensystem von V heisst eine Ba-
sis von V.

Theorem. Sei V ein Vektorraum und S = {uy,...,u,} CV eine Teilmenge.
S ist eine Basis von V' dann und nur dann, wenn jeder Vektor v € V eindeutig
als Linearkombination der Vektoren in S dargestellt werden kann.

Theorem. Sei S = {uy,...,u,} eine linear unabhdingige Teilmenge von V und
seiv e V\S. So gilt SU{v} ist linear abhingig <= v € span(S).

Theorem. Sei S C V eine endliche Teilmenge mit span(S) =V, so ezistiert
So C S mit Sy eine Basis von V', d.h. V besitzt eine endliche Basis.

Theorem (Steinitz’scher Austauschsatz). Sei V' ein Vektorraum mit einer endlichen
Basis B mit n Elementen. Sei S = {u1,...,uy} linear unabhingig mit m < n.
Dann ezistiert Sy C B mit n —m Elementen, so dass span(SUSy) =V.

Korollar. Sei V' ein Vektorraum und B eine Basis mit genau n Elementen, so
ist jede linear unabhdngige Teilmenge von V mit n Elementen eine Basis.

Korollar. Sei V' ein Vektorraum und B eine Basis mit n Elementen, so ist jede
Teilmenge von V. mit mehr als n Elementen linear abhdngig und daraus folgt,
dass jede linear unabhdangige Teilmenge maximal n Elemente hat.

Korollar. Sei V ein Vektorraum und B eine Basis mit n Elementen, so hat
jede Basis von V' n Elemente.

Definition. Fin Vektorraum V heisst endlich-dimensional, wenn es eine Basis
mit endlich vielen Elementen gibt. Die durch V eindeutig bestimmite Anzahl
dieser Elemente nennt man die Dimension von V', abgekirzt dim(V'). Ist ein
Vektorraum nicht endlich-dimensional, so nennt man ihn unendlich-dimensional.

Korollar. SeiV ein Vektorraum mit dim(V') = n und S C V, so dass span(S) =
V und |S| <n. So ist S eine Basis und |S| =n.

Korollar. Sei B eine Basis eines endlich-dimensionalen Vektorraums V und
sei S CV eine linear unabhdngige Teilmenge. So existiert eine Sy C B, so dass
S U Sy eine Basis von V ist, d.h. jede linear unabhingige Teilmenge kann zu
ewner Basis erweitert werden.

Theorem. Sei W C V ein Unterraum und dim(V) =n < co. So ist auch W
endlich-dim. und dim(W) < dim(V). Wenn dim(W) = dim(V'), dann W = V.



2.5 Quotientenraume

Definition. Gegeben ein endlich-dim. Vektorraum V dber K, ein Unterraum
W C V und ein Vektor v € V. Wir definieren die Nebenklasse von W die v
enthalt durch

{v}+W={v+w|weW}

und schreiben kurz v + W.

Lemma. Gegeben ein endlich-dim. Vektorraum V dber K, ein Unterraum W C
V' sowie v,v1,v9 € V.

i) v+ W ist ein Unterraum <= v e W.
’LZ) nN4+W=v4+W <= vi —vy € W.

Lemma. Sei V ein endlich-dim. Vektorraum tiber K, W ein Unterraum, V/W
die Menge aller Nebenklassen von W und seien + : V/W x V/W — V/W und
K xV/W — V/W gegeben durch

+(v1 + Wovg + W) i=(vy +v2) + W
AN+ W) =)+ W

Dann sind +, - wohldefiniert und V/W mit den Verknipfungen +,- ist ein Vek-
torraum.

Lemma. SeiV ein Vektorraum, W ein Unterraum. Sei{vy,...,v,} eine Basis
von W und seien {vyi1,...,0,} CV so dass {v1,...,v,} eine Basis von V
ist. Dann ist {vmi1 + W,... v, + W} eine Basis von V/W.

Korollar. Sei V' ein Vektorraum, W ein Unterraum. Dann gilt

dim(V/W) = dim(V) — dim(W)

2.6 Lineare Abbildungen, Kern, Bild und Rang

Definition. Seien V,W Vektorrdume iiber einem Korper K. FEine Abbildung
T:V = W heisst (K-)linear, falls

1) V’Ul,’Ug eVv: T(’Ul + 1}2) = T(’Ul) —|—T(U2)
2) Vo € VYA € K : T(\) = AT(v)

Definition. Sei T : V. — W eine lineare Abbildung. Wir definieren den Kern
und das Bild der Abbildung T durch

Ker(T) :={v eV |T(v) =0}
Im(T) :={weW | eV :w=T()}

Theorem. Sei T : V — W, so sind Ker(T') bzw. Im(T) Unterrdume von V
bzw. von W.

Theorem. Sei T : V — W eine lineare Abbildung und {v1,...,v,} eine Basis
von V, dann ist
Im(T) = span{T'(v1),...,T(v,)}



Definition. Sei T : V — W eine lineare Abbildung. Falls Ker(T) bzw. Im(T)
endlich dimensionale Unterrdume sind, definiert man
nullity (7) := dim Ker(T")
Rang(T) :=dim Im(7T)
Theorem. Sei T :V — W eine lineare Abbildung. Sei V' endlich dimensional.

Dann gilt
nullity (T') + Rang(T") = dim V'

Theorem. Sei T : V — W eine lineare Abbildung. Dann ist T injektiv genau
dann, wenn Ker(T) = {0}.

Theorem. Sei T : V — W linear und seien dimV = dimW. Dann ist T
injektiv genau dann, wenn T surjektiv ist.

Theorem. Seien V,W Vektorriume dber K und sei {vy,...,v,} eine Basis
von V. Sei {wy,...,w,} C W, dann existiert genau eine lineare Abbildung
T:V =W so dass T(v;) = w; fir alle1 <i<n.

Korollar. Seien V,W Vektorrdume iiber K, {yl,‘..,vn} eine Basis von V,
T,T:V — W lineare Abbildungen mit T (v;) = T'(v;) fiir alle 1 <i <n. Dann
st T =T.

Definition. Seien V,W Vektorrdume iber K, so definieren wir
Homg (V,W) :={T:V — W | T ist K-linear}

und Endg (V') := Homg (V, V).

Lemma. Homg(V, W) C Abb(V, W) ist ein Unterraum.

Theorem. SeiV ein Vektorraum uber K, dann ist Endg (V') mit der zusdtzlichen
Verknipfung Ty - Ty := Ty o Ty fiir alle T, T> € Endg (V) ein Ring.

2.7 Lineare Abbildungen und ihre Darstellung durch Ma-
trizen

Definition. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum. Eine geordnete Ba-
sis von V st eine endliche Folge linear unabhangiger Elemente in V, die V
erzeugen.

Definition. Sei V' ein Vektorraum iber K, B = (v1,...,v,) eine geordnete
Basis von V, v = >_I' | \ju; € V. Der Koordinatenvektor [v]g € K" von v
beziiglich B ist definiert durch

A1
[vg =1 :
An
Definition. Seien V,W Vektorraume iber K, T : V. — W linear, B = (v1,...,v,)
und C = (w1, ..., wy,) geordnete Basen. Die Darstellungsmatrix von T beziiglich

B,C ist das eindeutige A € My, xn (K) mit
m

i=1



Wir schreiben [T)g = A. Wenn V. =W und B = C, dann schreiben wir [T]p =
[T1E-

Theorem. Seien V,W Vektorriume tiber K und B,C geordnete Basen von V
bzw. W. Seien T, T : V. — W lineare Abbildungen und A € K. Dann gelten

i) [Ty + Tolg = [T + [T
i) [N TG = NT1)g

2.8 Komposition von linearen Abbildungen und Matrix-
multiplikation

Definition. Seien U,V,W Vektorraume tiber K, T : U — V und S :V — W
linear. Dann ist ST : U — W definiert durch

ST(u) := S(T(w)) YueU

Theorem. Seien U, V,W Vektorriume iber K, T € Homg (U, V), S € Homg (V, W),
dann ist ST € Homg (U, W).

Theorem. Seien T,S1,S2 € Endg(V), A € K. Dann gelten
i) T(S1+S2) =T851+ T8z, (S1+ S2)T = S1T + ST

i) T(5152) = (T'51)52

iii) TI=IT=T

iv) A(S182) = (AS1)Se = S1(AS2)
Definition. Seien A € Myun(K), B € Myum(K) so ist BA € Mpxn(K)
definiert durch

(BA);; = iBikAkj Vi<i<pvVli<j<n
k=1

Theorem. Seien T € Homg(U,V), S € Homg(V,W) und A,B,C geordnete
Basen von U, V,W. Dann gilt

[ST1% = [SI5[T14
Definition. Das Kronecker-§ ist definiert durch

1 fallsi=j

0 sonst

Vi,jEZZ 62] Z:{

Die Identitdtsmatriz I, € My x,(K) ist definiert durch

Theorem. Seien A,B € M, x»(K), C,D € M, «,(K), dann gelten
i) A(C+D)=AC+ AD, (A+ B)C = AC + BC



i) YA € K : AAC) = (AA)C = A(\C)

Theorem. Seien T € Homg (V, W), B,C geordnete Basen von V,W. Dann gilt
fir allev eV

[T(v)le = [T)5[v]s

Definition. Sei A € M, «»(K), dann ist die Linksmultiplikationsabbildung
Ly : K" — K™ definiert durch

Ly(v) :=Av Yo eK"

Definition. Sei A € M, (K). Der Kern von A ist Ker(A) = Ker(L4) und
das Bild von A ist Im(Ly4).

Theorem. Seien A € M, xn(K) so ist L € Homg (K™, K™). Seien &,,&,, die
Standardbasen von K™, K™, dann gelten

i) [Laler = A
ii) VB € Mpxn(K): Ly =Lp —> A=DB
iii) VB € Mypsn(K)WA €K : Layp = La+ Lp, Laa = AL
iv) YT € Homg (K", K™)3IC € M,y so dass T = Lc. Es gilt C = [T]er.
v) VE € Myyp(K): Lap=LaoLg
vi) Falls m =n, dann ist Ly, = idgn
Theorem. Seien A € Myun(K),B € M,x,(K),C € M,y,(K), dann ist
(AB)C = A(BC).
2.9 Invertierbarkeit und Isomorphismen

Definition. Sei T' € Homg(V,W). T heisst invertierbar, falls eine Abbildung
T W =V ezistiert, so dass T™'T =idy und TT™! = idyy.

Theorem. Sei T' € Homg (V, W) invertierbar. Dann ist T~ € Homg (W, V).

Definition. Sei A € M, «,(K). A ist invertierbar, falls 3JA™! € M, x,(K) mit
AA Y =A"1A=1,.

Lemma. SeiT € Homg (V,W). Falls T invertierbar ist, gilt dim(V') = dim(W).

Theorem. Seien V., W endlichdimensionale Vektorrdume mit geordneten Basen
B,C. Sei T € Homg(V,W). Dann ist T genau dann invertierbar, wenn [T]$
invertierbar ist. Des Weiteren gilt [T~18 = ([T]%)~L.

Korollar. Sei A € M,,«n(K). Dann ist A genau dann invertierbar, wenn L4
invertierbar ist. Des Weiteren gilt (La)™! = Ly-1.

Definition. Seien V,W Vektorrdume tber K. V und W sind isomorph (V =
W), falls 3T € Homg(V,W) so dass T invertierbar ist. Fin invertierbarer
Homomorphismus T heisst Isomorphismus.

Theorem. Seien V,W endlichdimensionale Vektorrdiume tber K. Dann ist
V =W genau dann, wenn dim(V') = dim(W).
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Korollar. Sei V' ein Vektorraum tiber K, dimV = n, dann gilt V = K".

Theorem. Seien V,W Vektorraume iber K mit Dimensionen n und m. Seien
B,C geordnete Basen von V und W. Dann ist ® ein Isomorphismus, wobei

& : Homg (V, W) = Myyn(K); T [T]5

Korollar. dim (Homg (V,W)) = dim(V) dim(W)

2.10 Basiswechsel oder Koordinatentransformation

Theorem. Seien V ein Vektorraum und B,B geordnete Basen von V. Sei
Q= [idv]g. Dann gelten

i) Q ist invertierbar.
i) Yv e Vi [v]g = Q[v]g.

Bemerkung. Seien V ein Vektorraum, B = (vy,...,v,) und B = (01,...,0y)
geordnete Basen von V und @ := [idv]g, Dann gilt QU) = (0], wobei QY) die
j-te Spalte von @ ist.

Theorem. Seien V' ein Vektorraum diber K, B, B geordnete Basen von V', sowie
Q= [idv]g. Sei T € Endx (V), dann gilt [T]5 = Q' [T]5Q.

Definition. Seien A,B € M, x»(K). Dann sind A, B &hnlich, wenn ein in-
vertierbares Q € My, x,(K) ezistiert, so dass B = Q~LAQ.

2.11 Der Dualraum

Definition. Der Dualraum von V ist der Vektorraum V* := Homg(V,K).
Seine Elemente sind die Linearformen auf V.

Lemma. dimV = dim V* und insbesondere V= V*.
Definition. Sei V' ein Vektorraum. Der Bidualraum von V ist V** ;= (V*)*.

Theorem. Sei V' ein Vektorraum dber K mit geordneter Basis B = (vy,...,vy)
und sei B* := (f1,..., fn) € (V*)", wobei {f; | 1 < i < n} die Koordinatenfunk-
tionen beziiglich B sind. Dann ist B* eine geordnete Basis von V* und fiir alle
feVv® gt

F=> fwf;
i=1
Die Basis B* ist die duale Basis zu B.

Theorem. Seien V,W Vektorraume uber K und B, C geordnete Basen von V
und W. SeiT € Homg(V, W), und T* : W* — V* definiert durch T*(g) := goT
fiir alle g € W*. Dann gilt

1 T* € Homg (W*,V*)
*1B* T
2 (176 = ([T1%)
Definition. Seien V' ein Vektorraum tiber K undv € V.. Dann istev, : V* — K

die Abbildung definiert durch ev,(f) := f(v) fir alle f € V*.
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Bemerkung. Sei V' ein Vektorraum dber K und v € V.. Dann ist ev, € V**.

Lemma. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum und v € V. Falls
evy(f) =0 fir alle f € V*, dann ist v = 0.

Theorem. SeiV ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann ist die Abbildung
YV = V* (v) :=ev, ein Isomorphismus.

Korollar. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Jede geordnete Basis
B* von V* ist die duale Basis zu einer geordneten Basis B von V.

3 Lineare Gleichungssysteme & Matrizen

3.1 Elementare Zeilenumformungen und Elementarmatrizen
Definition. Die elementaren Zeilen- (bzw. Spalten-) Unformungen sind:
Typus I: Das Vertauschen zweier Zeilen (Spalten).
Typus II: Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit A € K*.
Typus III: Addition des A-fachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen (A € K).

Definition. FEine n x n-Matriz heisst Elementarmatrix, wenn sie aus Anwen-
dung einer elementaren Zeilen- bzw. Spaltenumformung auf I,, resultiert.

Theorem. Seien A, B € My, xn(K) und sei B entstanden aus A durch An-
wendung einer elementaren Zeilenumformung. Dann existiert eine m X m-
Elementarmatriz E, so dass B = FEA. E erhdlt man, indem man dieselbe
elementare Zeilenumformung auf I, anwendet. Sei umgekehrt E eine m X m-
Elementarmatriz, dann ist EA € M, «n(K) mittels elementarer Zeilenumfor-
mung aus A etstanden. Die analoge Aussage gilt fiir Spaltenumformungen, d.h.
sei B entstanden aus A durch Anwendung einer elementaren Spaltenumfor-
mung, dann ist B = AE, wobei E eine n X n-Elementarmatriz ist.

Theorem. FElementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind eben-
falls Elementarmatrizen.

3.2 Der Rang einer Matrix und Matrixinversen

Definition. Sei A € M, x,(K), dann ist der Rang von A gegeben durch
Rang(A) = Rang(La).

Theorem. SeiT € Hom(V, W) und seien B, C geordnete Basen von V und W.
Dann ist Rang(T) = Rang([T]5).

Theorem. Seien A € Myxn(K), P € Mpxm(K), Q@ € My xn(K) und seien P
und Q invertierbar. Dann ist Rang(PAQ) = Rang(A).

Korollar. FElementare Zeilen- und Spaltenumformungen erhalten den Rang.

Definition. Sei A € M« (K), dann ist der Spaltenraum von A der Unter-
raum von K™, der von den Spalten von A aufgespannt wird, d.h.

Spaltenraum(A) = span{AM) ..., A} = Tm(L,)
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Der Zeilenraum von A ist der Unterraum von K", der von den Zeilen von A
aufgespannt wird, d.h.

Zeilenraum(A) = span{A),..., Am)}

Theorem. Sei A € M,,«»(K), dann ist Rang(A) gleich der maximalen Anzahl
linear unabhdngiger Spalten von A, d.h. Rang(A) = dim Spaltenraum(A).

Theorem. Sei A € M« (K), r = Rang(A), dann ist r < min{m,n} und

mittels endlich vieler elementarer Zeilen- und Spaltenumformungen ldsst sich A
in D € My, xn(K) dberfithren, wobei

1 fallsi=jundi<r
Dij =
0 sonst

Korollar. Sei A € M,,xn(K), und sei r = Rang(A), dann existieren invertier-
bare B € My, xm(K), C € M, xn(K), so dass D = BAC, wobei

{1 fallsi =35 undi <r
Dij =
0 sonst
Korollar. Sei A € My, (K), dann gelten

i) Rang(A) = Rang(AT)

i1) Rang(A) = dim Zeilenraum(A)

iii) dim Zeilenraum(A) = dim Spaltenraum(A)
Korollar. Jede invertierbare Matrixz ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Proposition. Seien V, W, Z Vektorrdume iber K und seien T' € Hom(V, W),
S € Hom(W, Z). Seien A € M,,xn(K) und B € M,,»,(K). Dann gelten

i) Rang(ST) < Rang(S)
ii) Rang(ST) < Rang(T)
iii) Rang(AB) < Rang(A)
iv) Rang(AB) < Rang(B)

Bemerkung. Die Menge GL,(K) = {A € M,xn(K) | A ist invertierbar} ist
eine Gruppe mit neutralem Element I,,.

Definition. Seien A € Myxn(K), B € Myxp(K), dann ist die erweiterte
Matrix (A | B) € My, (n4p)(K) die Matriz

(A B)(j) _ A(J') falls1<j<n
BU=)  sonst
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3.3 Lineare Gleichungssysteme: theoretische I"Jberlegungen

Definition. Ein System Az = b (iber K) mit m Gleichungen in n Unbekannten
heisst homogen, falls b= 0. Sonst heisst es inhomogen.

Theorem. Sei Ax = 0 ein homogenes System tber K mit m Gleichungen in n
Unbekannten. Sei £ die Losungsmenge des Systems. Dann gilt £ = Ker(L4)
und somit ist £ ein Unterraum und dim.Z = n — Rang(A).

Korollar. Sei m < n und A € My,«n(K). Dann besitzt das System Ax = 0
nicht-triviale Losungen.

Theorem. Seien A € M,,xn(K), b € K™. Sei £ die Losungsmenge des Sys-
tems Ax = b und sei Ly die Losungsmenge des zugehdrigen homogenen Systems
Az =0, so gilt L = vy + Ly fiir jedes vy € L.

Theorem. Sei Az = b ein System von n Gleichungen in n Unbekannten, und
sei A invertierbar. Dann hat das System genau eine Losung A~'b. Umgekehrt
gilt, falls das System genau eine Lisung hat, dann ist A invertierbar.

Theorem. Das System Ax = b hat mindestens eine Liosung genau dann, wenn

Rang(A) = Rang(A | b).

3.4 Lineare Gleichungssysteme: Die Gauss-Elimination

Definition. Zwei LGS mit m Gleichungen in n Unbekannten heissen dquivalent,
falls ihre Losungsmengen gleich sind.

Theorem. Sei Az = b ein LGS mit m Gleichungen in n Unbekannten, und sei
C € GL,(K). Dann sind die LGS Ax =b und (CA)x = Cb dquivalent.

Korollar. Seien A € My, xn(K) und b € K™. Sei (A | b) erhalten aus (A | b)

mittels elementarer Zeilenumformungen. Dann gilt Ax = b <= Az =0b.
Definition. Eine Matriz A € M, «n(K) ist in Zeilenstufenform, wenn
i) Zeilen mit Eintrdgen alle gleich null stehen zuunterst.

ii) Der erste von null verschiedene Fintrag in einer Zeile (genannt Pivot) ist
der einzige von null verschiedene Fintrag in der jeweiligen Spalte.

i1i) Der erste von null verschiedene Eintrag in einer Zeile ist gleich 1 und
steht in einer Spalte rechts des ersten von null verschiedenene Fintrags
der vorangehenden Zeile.

Theorem. Jedes lineare Gleichungssystem ldsst sich durch eine endliche Folge
elementarer Zeilenumformungen in Zeilenstufenform bringen.

Algorithmus. Um ein LGS von der Form Ax = b in n Unbekannten zu lésen,
kann man wie folgt vorgehen:

(1) Bilde die erweiterte Matriz (A | b)
(2) Fiihre (A | b) mittels Gauss-Elimination in eine Matriz (A | b) in Zeilen-

stufenform tber.
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(3) Euxistiert eine Zeile mit dem einzigen von null verschiedenen Eintrag in der
letzten Spalte, dann besitzt das LGS keine Losung und der Algorithmus gibt
die leere Menge zuriick.

(4) Partitioniere die Variablen 1, . .., x, in zwei Gruppen — die m’ := Rang(A)
Pivotvariablen und die n—m' nicht-Pivotvariablen — und ersetze die nicht-
Pivotvariablen durch neue Variablen tq, ..., ty—p.

(5) Lese die allgemeine Losung v ab:
V=00 + U+ + e Un—my

Theorem. Sei Ax = b ein LGS mit m nichi-trivialen Gleichungen in n Un-
bekannten. Sei Rang(A) = Rang(A | b) und (A | b) in Zeilenstufenform. Dann
15t

i) Rang(A) =m

1) Seiv = vy + t1ur + - + themUn-m (1, tn—m € K) die allgemeine
Lésung von Az = b. Dann ist {us,. .., up_m} eine Basis der Losungsmenge
von Az = 0 und vy eine Losung von Az = b.

3.5 Dreiecksmatrizen und die LR-Zerlegung
Definition. Sei A € M,,«,(K). A heisst

i) obere Dreiecksmatrix, fallsi > j = A;; =0.

it) untere Dreiecksmatrix, falls i < j = A;; =0.

Definition. Sei A € M,,»,,(K). A ist eine Permutationsmatrix, falls jede Zeile
und jede Spalte, genau einen Eintrag gleich eins und sonst nur Eintrdge gleich
null besitzen.

Definition. Sei A € M, «,(K). A ist eine Diagonalmatrix, falls i # j —
Aij =0.

Theorem. i) Jede n x n obere Dreiecksmatriz mit diagonalen Eintrdgen
alle gleich eins, kann durch eine endliche Folge elementarer Zeilenumfor-
mungen der Form “addiere ein Vielfaches einer spdteren Zeile zu einer
fritheren” in die Identitdt I,, tdberfihrt werden und ist somit das Produkt
von Typ III Matrizen.

it) Seien A, B € M,,«,(K) obere Dreiecksmatrizen, dann sind A+ B und AB
obere Dreiecksmatrizen.

iii) Eine obere Dreiecksmatrixz ist genau dann invertierbar, wenn alle Diago-
naleintrdge von 0 verschieden sind.

iv) Obige Aussagen gelten analog fir untere Dreieckmatrizen.

Theorem. Fir jede Matrix A € My, (K) existieren eine Permutationsmatriz
P € M, x,(K) und eine invertierbare untere Dreiecksmatriz L € M, x,(K), so
dass LPA eine obere Dreiecksmatrix ist.

Theorem. Fir jedes A € GL,,(K) ezistieren eine Permutationsmatriz P, eine
invertierbare untere Dreiecksmatriz L sowie eine invertierbare obere Dreiecks-
matriz R, so dass A= PLR.
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4 Determinanten
4.1 Determinante einer 2 x 2-Matrix
Definition. Sei A = (ﬁ; ﬁ;;) € Msyy2(K), dann ist
det(A) = A11A22 — A12A21
Theorem. Seien A, A/(1)7 A, AEQ) € K? Zeilen, sei c € K, dann gelten
e (1) 1)
a) det ( Ao V) =cdet ( ) ) +det A(;
Ay _ Ay ) (Am )
det (cA(2>+A(2>) =cdet (A(2) + det A,
. A
b) Falls A1y = Ay, dann ist det (AE;) =0

¢) det(lz) = 1

Theorem. Sei 0 : Moyo(K) — K eine Abbildung mit den folgenden Eigen-
schaften:

i) 0(A) ist linear in den Zeilen von A € May2(K).

ii) Flir jede Zeile A1y € K2 gilt & (j”) =0.

(1)
iii) (1) = 1

Dann ist 6 = det.

4.2 Determinante einer n x n-Matrix

Definition. Seien Vi,...,V,, W Vektorraume tiber K und f : Vi x---xV, - W
eine Abbildung. f heisst multilinear oder n-linear, falls f in jedem Argument
linear ist.

Definition. Eine Abbildung § : My xn(K) — K ist multilinear, falls sie linear

ist in den Zeilen, d.h. fir alle Zeilen Ay, ..., Am) sowie A’(i) € K™ und fir
alle c € K gilt

An) Ap) A
) CA(l-) + A/(i) =cd A(i) +6 A/(i)
A(m) Agm) Agm)

Proposition. Fine Linearkombination zweier multilinearer Abbildungen ist wieder
multilinear.

Korollar. Fine Linearkombination multilinearer Abbildungen ist wieder multi-
linear.
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Definition. Eine multilineare Abbildung § : M, x»(K) — K heisst alternierend,
falls gilt

Proposition. Seid : M, «n(K) = K eine alternierende multilineare Abbildung.
Seien A, B € My, xn(K). Dann gelten

i) Falls B mittels Vertauschung zweier Zeilen aus A entstanden ist, gilt

§(B) = —4(A).
i) Falls 1 <14 < j <m existieren, so dass Ay = Ay, dann ist 6(A) = 0.

Definition. Eine Determinante auf M, x,(K) ist eine alternierende multilin-
eare Abbildung 6 : My yn(K) = K, so dass 6(I,) = 1.

Proposition. Sei d : M, x,(K) — K eine alternierende multilineare Abbildung.
Sei 1 <j<n+1 und definiere

n+1
VA € Myyisni1(K) 2 g5(A) =) (—1)"" A;;6(Ay;)
i=1

wobei flij € Muxn(K) die aus A nach Streichung der i-ten Zeile und der j-
ten Spalte erhaltene Matriz ist. Dann ist €; @ Myt1xn+1(K) = K multilinear
und alternierend. Fulls § eine Determinante auf M, x,(K) ist, so ist €; eine
Determinante auf My 41xn+1(K).

Korollar. Fir jedes n € N ezistiert eine Determinante auf My, (K).

4.3 Eigenschaften von Determinanten

Theorem. Sei § eine Determinante auf My, (K). Seien A, B € M,y (K).

i) Ist B entstanden aus A durch Multiplikation einer Zeile mit ¢ € K. Dann
ist 0(B) = c6(A).

i1) Sind zwei Zeilen von A identisch, dann ist §(A) = 0.

iii) Ist B entstanden aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, dann ist 6(B) =
—0(A).

i) Sind die Eintrage einer Zeile von A alle gleich null, dann ist 5(A) = 0.

v) Ist B entstanden durch Addition eines Vielfachen der j-ten Zeile von A
zur i-ten Zeile von A, wobei 1 < i,5 <n miti# j. Dann ist §(B) = 6(A).

Korollar. Sei 6 eine Determinante auf My« (K) und sei E € GL,(K) eine
Elementarmatriz.

i) Falls E die Matriz zur Multiplikation einer Zeile mit ¢ € K* st (Typ I),
dann ist 6(E) = c.

it) Falls E die Matriz zur Vertauschung zweier Zeilen ist (Typ II), dann ist
§(F)=-1.
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i11) Falls E die Matriz zur Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen Zeile ist (Typ III), dann ist 6(E) = 1.

Theorem. Sei § eine Determinante auf My« (K), sei A € My, xn(K) und sei
Rang(A) < n. Dann ist §(A) = 0.

Lemma. Sei § eine Determinante auf Myxn(K), sei A € M,xn(K) und sei
E € GL,(K) eine Elementarmatriz. Dann ist 6(EA) = 6(E)J(A).

Theorem. Sei § eine Determinante auf M, «,(K), seien A, B € My, (K).
Dann ist 6(AB) = 6(A)d(B).

Korollar. Sei § eine Determinante auf M, «n(K). Sei A € GL,,(K). Dann ist
§(A) € KX und §(A™1) = §(A)7L.

Korollar. Seid eine Determinante auf My, x,(K) und sei A € M, x,(K). Dann
sind folgende dquivalent:

i) 6(A)=0
it) A ist nicht invertierbar
i11) Rang(A) <n
Theorem. Es gibt genau eine Determinante auf My, x, (K).

Korollar. Sei A € M, x,(K), dann gilt

VI<j<n:det(d) =) (—1)"A;; det(A;)
i=1
4.4 Berechnung von Determinanten
Theorem. Sei A € M, (K). Dann ist det(AT) = det(A).

Korollar. Sei A € My, x,(K), seien 1 < i*, 5% <n, dann ist

det(A) =Y (=1)"" Ay det(Aije) =D (—1)"H Ajej det(A;)

i=1 j=1

Theorem. Die Determinante einer oberen (einer unteren) Dreiecksmatriz ist
das Produkt der Diagonaleintrage. Insbesondere ist eine obere (eine untere)
Dreiecksmatrix genau dann invertierbar, wenn alle Diagonaleintrage nicht null
sind.

4.5 Endomorphismen und Determinanten

Theorem. Die Determinanten dhnlicher Matrizen sind gleich.

Definition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, sei T € End(V),
dann ist det(T) := det([T)5), wobei B eine belicbige geordnete Basis von V ist.

Theorem. SeiV ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum, seien T, T € End(V)
beliebig. Fs gelten:
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i) det(idy) = 1
i) det(T o T) = det(T) det(T)

iii) T ist genau dann ein Automorphismus, wenn det(T) # 0 und in diesem
Fall ist det(T~1) = det(T)~!.

i) Sei S:V — W ein Isomorphismus. Dann ist det(S oT o S™1) = det(T).

5 Endomorphismen und Eigenwerte

5.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Theorem. Sei A € M,»,(K) und sei B = (uy,...,u,) eine geordnete Basis
von K". So gilt [Lalp = Q7 LAQ, wobei Q = (uy, ..., uy,).

Theorem. Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum, T € End(V') und B eine
geordnete Basis von V. Sei A € My x,(K) dhnlich zu [T]g. Dann existiert eine
geordnete Basis B, sodass A = [Tg.

Definition. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und T € End(V). T
heisst diagonalisierbar, wenn eine geordnete Basis B von V existiert, sodass [T
eine Diagonalmatriz ist. Fine n X n-Matriz A heisst diagonalisierbar, wenn A
zu einer Diagonalmatriz dhnlich ist.

Theorem. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum, B eine geordnete
Basis von V und T € End(V). Dann ist T € End(V') genau dann diagonalisier-
bar, wenn [T|g diagonalisierbar ist.

Korollar. Fine Matrix A € M, x,(K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn
L4 diagonalisierbar ist.

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum, T € End(V). Dann
ist T genau dann diagonalisierbar, wenn eine geordnete Basis B = (u1, ..., uy,)
von V und Skalare A1,..., A\, € K ezistieren, so dass fir alle 1 < j < n gilt
T(u;) = N\juj. In diesem Falle ist

A1 0
[T = .
0 An
Definition. Sei V' ein K-Vektorraum, T € End(V). Ein Vektor u € V \ {0}
heisst Eigenvektor von T, wenn ein A € K existiert, so dass gilt T(u) = Au.
Der Skalar A ist der zu u gehorige Eigenwert von T. Analog ist ein u € K™\ {0}
ein Eigenvektor der Matriz A € My x,(K), wenn ein A € K existiert, so dass

gilt La(u) = Au = Au. Man nennt A\ wieder den zu u gehdrigen Eigenwert von

A.

Theorem. Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und T € End(V).
Dann ist X € K genau dann ein Figenwert von T, wenn det(T — Aidy) = 0 gilt.

Korollar. Sei A € M,x,(K). X € K ist genau dann ein Eigenwert von A,
wenn det(A — Al,,) = 0 gilt.
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Definition. Sei A € M,,«,(K). Das charakteristische Polynom von A iber K

ist das Polynom
char,(X) := det(4 — XI,,) € K[X].

Bemerkung. Sei A € M, (K), dann ist A— X1, eine Matriz in My, x,(K[X])
und die Abbildung det : My« (K[X]) — K[X] ist die Determinante definiert wie
in der linearen Algebra 1.

Proposition. Je zwei dhnliche Matrizen mit Eintrdgen in K haben dasselbe
charakteristische Polynom.

Definition. SeiV ein endlichdimensionaler K- Vektorraum und sei T € End(V).
Das charakteristische Polynom von T ist definiert als

charp(X) :=det([T]g — X1I,,)

fir eine beliebige geordnete Basis B.

5.2 Diagonalisierbarkeit

Theorem. Sei V' ein K-Vektorraum, sei T € End(V') und seien uy,...,up € V
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten Ai,..., Ay € K von T,
d.h. fir alle 1 < j < k sei T(uj) = Ajuj. Dann ist die geordnete Menge
(u1,...,ux) linear unabhdngig.

Korollar. Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und n = dim(V).
Sei T € End(V) mit paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, ..., A, € K von
T. Dann ist T diagonalisierbar.

Definition. Wir sagen ein Polynom p(X) € K[X] zerfallt iber K in Linerfak-
toren, wenn man es schreiben kann als

p(X) =ao(X —ar) (X —an)
fir Skalare ay, . ..,a, € K.

Theorem. Das charakteristische Polynom eines diagonalisierbaren Endomor-
phismus zerfallt in Linearfaktoren.

Definition. SeiV ein endlichdimensionaler K- Vektorraum und sei T € End(V).
Sei A; ein Eigenwert von T', dann ist die algebraische Multiplizitat m; von A;
gegeben durch

m; == max {k € Z | 3p(X) € K[X] : charr(X) = (X — X;)*p(X)}

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum, seien T € End(V) und \; ein Eigenwert
von T. Setze

Ey; i={u eV |T(u) = \ju} = Ker(T — \;idy ).

Wir nennen Ey; den Eigenraum von T zum Eigenwert \; und dim(Ey;) die
geometrische Multiplizitdt von ;.

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Seien T € End(V)
und A; ein Figenwert von T mit algebraischer Multiplizitdt m;. So gilt 1 <
dim(E)\j) S m;.

20



Lemma. Sei V ein K-Vektorraum. Sei T € End(V) und seien A1,..., A\, € K
paarweise verschiedene Eigenwerte von T. Angenommen vi,...,vx € V, so
dass fir alle 1 <i <k gilt v; € Ey,, und sei weiter v1 + - - -+ v, = 0. Dann gilt
v =0 fur alle 1 <i <k.

Theorem. Sei V' ein K-Vektorraum. Seien T € End(V) und A\q,..., \p € K
paarweise verschiedene Eigenwerte von T. Fir jedes 1 < i < k sei S; C Ej,
eine linear unabhdngige Teilmenge. Dann ist S = Sy U --- U Sk eine linear
unabhdangige Menge.

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Sei T € End(V),
sodass charp(X) dber K in Linearfaktoren zerfdllt. Seien A1,..., A\ € K die
paarweise verschiedenen FEigenwerte von T'. Dann gilt:

1) T ist diagonalisierbar <= fiir alle 1 < j <k gilt m; = dim(E),) <=

k
V=i Ex-
2) Wenn T diagonalisierbar ist und fir jedes 1 < i < k die Menge S; C E},
eine Basis von Ey, ist, dann ist S = Sy U---U Sy eine Basis von V

bestehend aus Figenvektoren von T .

5.3 Der Satz von Cayley-Hamilton

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum und T € End(V'). Ein Unterraum W C V
heisst T-invariant, falls T(W) C W ist, d.h. Vu e W : T(u) € W gilt.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum, sei T € End(V) und sei u € V. Wir
nennen den Unterraum

W = span({T"(u) | k e NU{0}})
den von u aufgespannten T-zyklischen Unterraum von V.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum und sei T € End(V). Sei W C V ein
T-invarianter Unterraum, dann ist Ty : W — W, u — Ty (u) := T(u) die
Einschrankung von T auf W.

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum und sei T' € End.
Wenn W C V ein T-invarianter Unterraum ist, so teilt das Polynom charr,, (X)
das Polynom charp(X) in K[X].

Theorem. SeiV ein endlichdimensionaler K- Vektorraum und sei T € End(V).
Seiu € V\ {0} und W :=span({T"(u) | | € NU{0}}). Sei k :=dimW. Dann
gelten

i) k>0 und {T'(u) | 0 <1<k} ist eine Basis von W.
ii) Seien ag,...,ar_1 € K, sodass T*(u) = —apu — - -+ — ar_1T* 1 (u), dann
18t
charTw (X) = (—1)k(a0 + alX + -+ ak,le_l + Xk)

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei T € End(V)
mit charakteristischem Polynom charp(X). Dann gilt charp(T') = 0 in End(V').

Korollar. Sei A € M, «n(K) mit charakteristischem Polynom char(X), dann
ist char4(A) = 0 in M, xn(K).
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5.4 Spezielle Endomorphismen: Involutionen, Projektio-
nen und nilpotente Abbildungen

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung T € End(V') heisst
i) Involution, falls T oT =idy.
i1) Projektion, falls ToT =T.
i) nilpotent, falls ein k € N emistiert, sodass T = 0.

Proposition. Sei V ein K-Vektorraum, in welchem 2 # Oist. Sei T € End(V)
eine Involution. Dann sind alle Eigenwerte von T in {£1} und V = E1 ® E_4.
Insbesondere ist T diagonalisierbar.

Proposition. Sei V' ein K-Vektorraum. Seien B C End(V) die Menge aller
Projektionen P :V — V und sei

W = {(Wy,Wa) | W; CV ist ein Unterraum und V. =W, & Wa}

die Menge aller Paare von Unterrdumen mit trivialem Schnitt, deren Vereini-
gung V erzeugt. Die Abbildungen
F B3 -9
p— (Im(P), Ker(P))
Fo 0 —p
(W1, Ws) — P € P die Projektion auf Wi parallel zu Wy

sind wohldefiniert und zueinander invers. Zudem gilt Im(P) = Ker(idy — P)
fur alle P € °B.

Proposition. SeiV ein K- Vektorraum, sei P € End(V) eine Projektion. Dann
gelten

i) Die Figenwerte von P liegen in {0,1} und V = Ker(P)® E;. Insbesondere
ist P diagonalisierbar und E; = Im(P).

ii) Sei Pt :=idy — P, dann ist P+ o Pt = PL. Es ist Ker(P+) = Im(P)
und Im(P1) = Ker(P).

Proposition. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim(V'), sei
T € End(V) nilpotent. Dann ist T™ = 0. Seiu € V \ {0} und k € N, sodass
T*(u) = 0 und TF=Y(u) # 0 gelten. Dann ist die Menge {T'(u) | 0 <1 < k}
linear unabhangig.

6 FEuklidische Vektorraume

6.1 Reelle Skalarprodukte und Normen

Definition. Sei V' ein R-Vektorraum. FEin reelles Skalarprodukt (auch ein
inneres Produkt) auf V ist eine Funktion V- x V — R, (u,v) — (u,v), sodass
folgende gelten:

i) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) fir ale u,v,w eV,
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1) (Au,v) = Au,v) fir alle u,v € V, A € R,
iii) (u,vy = (v,u) fir alle u,v € V und
iv) (u,u) >0 fir alle w € V'\ {0}.

Definition. FEin Euklidischer Vektorraum ist ein Tupel (R, (-,-)), wobei V ein
R-Vektorraum und (-,-) ein Skalarprodukt auf V ist.

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum und sei v € V, dann
gelten:

i) (v,v) =0 <= v=0 und
i) falls w €'V sodass Vu € V : (u,v) = (u,w), dann ist v = w.

Definition. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum, dann ist die (von {-,-)
induzierte) Norm die Funktion V- — R definiert durch

[0l = Vv, 0)  (veV).

Theorem. Sei (V, (-,-)) ein Euklidischer Vektorraum, dann gelten fir alle u,v €
V und lambda € R:

i) [Aull = [Alllull,

it) |lull >0 und |lul| =0 <= u=0,
iii) (Cauchy-Schwarz Ungleichung) |(u,v)| < ||ul|||v] und
iv) (Dreiecksungleichung) ||u +v| < |lu| + ||v]|.

Definition. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum, und seien v,w € V,
SCV.

i) v ist ein Einheitsvektor, falls ||v] = 1.
it) v,w sind orthogonal, falls (v, w) = 0.

it1) S ist orthogonal, falls alle paarweise verschiedenen Paare von Vektoren
in S orthogonal sind.

iv) S ist orthonormal, falls S orthogonal ist und alle Elemente in S Ein-
heitsvektoren sind.

6.2 Gram-Schmidt Orthogonalisierung

Definition. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum. FEine geordnete Teil-
menge B von V heisst Orthonormalbasis (ONB) von V', falls B eine geordnete
Basis von V und die Menge B orthonormal ist.

Theorem. Sei (V,(:,-)) ein Euklidischer Vektorraum, und sei S = (v1,...,vx)
eine geordnete, orthogonale Teilmenge von V und sei0 & S. Fallsw = Zle a;v;
fiir Skalare a; € R, dann gilt

I L)

a;, =
Tl
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Korollar. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum, und sei S = (v1,...,vg)
eine geordnete, orthonormale Teilmenge von V. Falls w € span(S), dann ist
w = Zfﬂ(vi, w)v;.

Korollar. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum, und sei S = (v1,...,vg)
eine geordnete, orthogonale Teilmenge von V und sei 0 € S. Dann ist S linear
unabhdngig.

Theorem. SeiV ein Euklidischer Vektorraum und S = (v1,...,v,) eine geord-
nete, linear unabhdingige Teilmenge von V. Definiere

k—1
wy =v1 und wg = vg —Z (w],v;;} i (2<k<n).
2wy
Dann ist S = (w1, ..., wy,) eine geordnete orthogonale Teilmenge von V', deren

FElemente alle von 0 verschieden sind, und die span(S) = span(S) erfillt.

Theorem. Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, dann
besitzt V' eine Orthonormalbasis B. Wenn B = (v1,...,v,) ist, dann gilt fir
alle v € V die Formel v =" (v;,v)v;.
Korollar. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei
B = (v1,...,v,) eine ONBvonV und sei T € End(V). Sei A = [T, dann gilt
Aij = <’Uj,T(Ui)>, (1 S Z,j S dlmV)
Definition. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum und sei S C V. Dann
151

St={uecV|vwes: (uv)=0}.
Proposition. Sei (V, (-,)) ein Euklidischer Vektorraum, sei W C V ein endlichdi-

mensionaler Unterraum und sei (v, ...,vx) eine ONBvon W. Seiv € V, dann
existiert ein eindeutiges z € W+, sodass

k
v = Z(vi,wvi + 2.
i=1

Korollar. Sei (vy,...,vg) eine geordnete orthonormale Teilmenge eines Euk-
lidischen Vektorraums (V,(-,-)). Seien W = span({vy,...,vx}) CV undy € V.
Der Vektor g = Zf:1<vi7v>vi ist das eindeutige Element in W mit den Eigen-
schaften

Z) Yy—= g € WJ_)

i) Yw e W ly =gl < [ly — wl|.
Theorem. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum der

Dimension n. Sei S = (v1,...,v) eine geordnete orthonormale Teilmenge von
V. Dann gelten:

i) Die Menge S ldsst sich zu einer geordneten orthonormalen Basis (v1, ..., Uk, Uk+1, - - -

von V' erweitern,

ii) sei W = span(S), dann ist S = (Vk+1,---,Un) eine geordnete orthonor-
male Basis von W,

iii) sei W C 'V ein Unterraum, dann ist dim(V) = dim(W) + dim(W+).
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6.3 Adjungierte Abbildungen

Theorem. Sei (V, (-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum. Dann
ist die Abbildung ® : V — V*, v — @, mit ®,(u) = (u,v) fir allew € V ein
Isomorphismus mit Inverse ®~1 : V* — V gegeben wie folgt: Sei f € V*, dann
ist ®71(f) € V der eindeutig bestimmte Vektor in V., der fiir alle uw € V die
Gleichung (u, ®~1(f)) = f(u) erfiillt.

Theorem. Seien (V,(-,-)v) und (W, {(-,-)w) endlichdimensionale Euklidische
Vektorrdume und sei T € Hom(V, W). Dann existiert eine eindeutige Abbildung
T* € Hom(W, V) mit der Eigenschaft

Yo e VVw e W (Tv,w)w = (v, T w)y.

Theorem. Seien (V,{-,-)v) und (W, (-, Yw) endlichdimensionale Euklidische
Vektorrdume. Seien B, C geordnete orthonormale Basen von V bzw. von W
und set T € Hom(V,W). Dann gilt

[T*1¢ = ([T]E)"-
Korollar. Sei A € M,y (R), dann ist (La)* = Lyr.

Theorem. Seien (V,(-,)v) und (W, (-, )w) endlichdimensionale Euklidische
Vektorraume, seien T, Ty, Ty € Hom(V, W) und X\ € R. Dann gelten

i) (T +T3)" =17 + 715,
i) (NT)* = \T*,
iii) (T\To)* = TyTY,
w) (T*)* =T, sowie
v) idy, =idy.
Korollar. Seien A, B € M,xn(R) und A € R. Dann gelten
i) (A+B)T = AT + BT,
i) (A\A)T = \AT,
ii) (AB)T = BT AT,
i) (AT = A, sowie
v) IT = 1I,,.

6.4 Selbstadjungierte Abbildungen und der erste Spek-
tralsatz

Definition. Sei (V,(,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum,
T € End(V). T ist Selbstadjungiert, falls T = T* gilt.

Lemma. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und
sei T € End(V) selbstadjungiert. Sei v € V' ein Eigenvektor von T, dann ist
die Zerlegung V = Rv @ (Rv)* T-invariant.
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Lemma. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei
dimV > 0, und sei T € End(V) selbstadjungiert. Dann besitzt T einen reellen
Eigenwert.

Theorem (Spektralsatz I). Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer
Vektorraum und sei T € End(V') selbstadjungiert. Dann existiert eine geordnete
Orthonormalbasis von V, deren Elemente alles Figenvektoren von T sind.

Korollar. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und
sei T € End(V) selbstadjungiert. Dann ist T diagonalisierbar.

Definition. Die orthogonale Gruppe ist die Gruppe
O(n) ={Q € GL(R) | Q"' =Q"}
mit neutralem Element I,, und Verkniipfung vererbt von Gl,(R).

Theorem (Hauptachsentransformation). Sei A € M, «,(R) symmetrisch, dann
existiert eine orthogonale Matriz Q € M, x,(R), sodass

D=Q'AQ=Q"AQ
eine reelle Diagonalmatriz ist.

Korollar. Sei A € My, (R) symmetrisch, dann ist A diagonalisierbar und alle
Eigenwerte von A sind reell.

Korollar. Sei V' ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei T €
End(V) und angenommen V besitzt eine ONB bestehend aus Eigenvektoren von
T. Dann ist T selbstadjungiert.

6.5 Orthogonale Abbildungen

Definition. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum und sei T € End(V). T
heisst orthogonal, falls

Yu,v € Vi (Tu, Tv) = (u,v).

Definition. Sei (V, ||-||) ein normierter Vektorraum. Eine Abbildung f € Abb(V)
heisst Isometrie, falls

Vu,v € Vi |[f(u) = f(v)l| = [lu— vl

Theorem. Sei (V, (-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum. Sei
T € End(V). Folgende sind dquivalent:

i) Yu,v € V : (Tu, Tv) = (u,v).
it) TT* =T*T =idy.
i11) Sei B eine ONB von V', dann ist T'(B) eine ONB von V.
iv) Fs existiert eine ONB B von V', sodass T'(B) eine ONB von V ist.

v) T ist eine Isometrie.
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Lemma. Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum und sei T € End(V') selb-
stadungiert. Wenn (v,Tv) fir allev € V ist, dann ist T = 0.

Korollar. Sei (V,{:,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei
T € End(V). Folgende sind dquivalent:

i) V besitzt eine ONB bestehend aus Eigenvektoren von T zu Figenwerten,
deren Absolutbetrag allesamt gleich 1 ist.

it) T ist selbstadjungiert und orthogonal.

Definition. Seien A, B € M, x,(R). A und B hiessen orthogonal dquivalent,
falls eine orthogonale Matriz Q € O(n) existiert, sodass QT AQ = B.

Korollar. Sei A € M,xn(R) orthogonal dquivalent zu einer Diagonalmatriz,
dann ist A symmetrisch.

7 Bilinearformen

7.1 Bilinearformen

Definition. FEine Bilinearform auf einem Vektorraum V uber einem Kérper K
ist eine Abbildung
B:VxV =K, (u,v) — Bu,v),

sodass fiir alle u,u’,v,v" € V und X € K folgende gelten:
e B(u,v+v") = pB(u,v) + Bu,v).
o B(u+u,v)=pB(u,v)+ B, v).
o Blu, \v) = AB(u,v).
o B(Mu,v) = AB(u,v).

Theorem. Sei V ein K-Vektorraum und sei BF (V') die Menge der Bilinearfor-
men auf V. Dann ist BE(V) ein Vektorraum, wobei wir fir 8, 81,52 € BF(V)
die Summe B1 + 2 € BE(V) und fir A € K das Vielfache \g € BF(V') wie folgt

definieren:

Yu,v € V i (B1 + B2)(u,v) = B1(u,v) + Ba(u,v),
Vu,v € V : (A8)(u,v) = A\B(u,v).

Definition. SeiV ein endlichdimensionaler K- Vektorraum, und sei 8 € BF(V).
Die Darstellungsmatrix von 8 beziiglich einer geordneten Basis B = (v1,...,v,)
von V ist die Matriz A = [8]g € Mpxn(K) gegeben durch

Aij = Bvi,v;) (1 <i,5 <n).

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum der Dimension n
und sei B eine geordnete Basis von V', dann ist die Abbildung vy : BF(V) —
M, wn(K), 8+ [B]s, ein Isomorphismus.

Korollar. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim(V'), dann
ist dim (BF(V)) = n?.
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Korollar. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim(V), und
sei B eine Basis von V. Seien 8 € BF(V) und A € My,xn(K). Folgende sind
aquivalent:

i) A=[f]s.
i) Yu,v € V 1 B(u,v) = [u]§Av]s.

Korollar. Seien K ein Korper, n € N und g € BF(K"™). Dann existiert eine
eindeutige Matrix A € M, xn(K), sodass

Yu,v € K™ 1 B(u,v) = ul Av.
Insbesondere ist A = [f]e, .

Definition. Sei K ein Kérper und seien A, B € Mpxn(K). A und B heissen
kongruent, falls eine invertierbare Matriz Q € Gl,(K) ezistiert, sodass

B =QTAQ.

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit geordneten Basen
B und B, sei Q die Basiswechselmatriz von B- zu B-Koordinaten und sei €
BF(V). Dann gilt

815 = QT 1A]5Q-

Insbesondere sind [f]5z und [B]p kongruent.

Korollar. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim(V'), sei B
eine geordnete Basis von V, B € BFE(V) und A € My, xn(K). Dann existiert
eine Basis B von V', sodass A = [f]z ist.

7.2 Symmetrische Bilinearformen

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Fine Bilinearform € BF(V) heisst
symmetrisch, wenn B(u,v) = B(v,u) fir alle u,v € V gilt.

Theorem. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, sei § € BF(V).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) B ist symmetrisch.
ii) Sei B eine geordnete Basis von V, dann ist [B]p symmetrisch.

iii) Es existiert eine geordnete Basis B von V', sodass [B]g symmetrisch ist.

Definition. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Eine Bilinearform
B € BF(V) heisst diagonalisierbar, falls eine Basis B existiert, sodass [B]g eine
Diagonalmatriz ist.

Korollar. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, 5 € BF(V) diago-
nalisierbar, dann ist 8 symmetrisch.

Lemma. Sei V' ein K-Vektorraum, und sei 2 # 0 in K. Falls § € BF(V) \ {0}
symmetrisch ist, dann existiert ein v € V, sodass 5(v,v) # 0 gilt.

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum und sei 2 # 0 in K.
Dann ist jede symmetrische Bilinearform auf V' diagonalisierbar.

Theorem (Hauptachsentheorem II). Sei K ein Kdrper in welchem 2 # 0 gilt.
Sei A € My wn(K) symmetrisch. Dann ist A kongruent zu einer Diagonalmatriz.
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7.3 Quadratische Formen

Definition. Sei K ein Kérper, sodass 2 # 0. Sei V' ein K-Vektorraum. FEine
Abbildung Q : V — K is eine quadratische Form auf V', falls

QW) = N?Q(v) firale \eK,veV,

und falls die Abbildung Bg : V x V — K definiert durch

Bo(u,v) = 3 (QUu+v) ~ Q) Q) (wveV)

eine Bilinearform auf V ist.

Definition. Sei K ein Kérper, sodass 2 # 0. Sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Eine Abbildung Q : V — K ist eine quadratische Form, wenn
eine geordnete Basis B von V und eine symmetrische Matriz A € My x,(K)

existieren, sodass
Q) = [v|EA[v]p  fiir allev € V.

Proposition. Die beiden Definitionen quadratischer Formen sind zueinander
aquivalent.

Proposition. Sei K ein Kérper in welchem 2 # 0 gilt. Sei @ : K" — K eine
quadratische Form und sei B eine geordnete Basis. Dann ist die symmetrische
Matriz A, die Q definiert, eindeutig durch @ bestimmdt.

Theorem (Hauptachsentheorem - revisited). Sei @ eine quadratische Form auf
R™. So g¢ilt:

i) FEs existiert eine ONB B = (w1, ..., w,) von R™ fir das standard innere
Produkt, es gibt p,q € NU {0} sowie A\,...,A\ppq >0, sodassp+qg <n
und

Qv) = Maf + -+ )‘pai - )‘p+1a;2)+1 - )‘p+qa;:27+q

fir alle v € R™ gelten, wobei v =ajwi + -+ + apwy,.

it) Es emistiert eine orthogonale Basis B = (v1,...,v,) von R™ fir das stan-
dard innere Produkt, es gibt p,q € NU {0}, sodass p+q <n und

~2 ~2 -9 2
Q) =ay+ - +a, =Gy — —yyy

fir alle v € R™ gelten, wobei v = a1vy + + -+ + GpUn.
Falls p+ g = n, dann heisst das Tupel (p,q) Typus von Q.

Definition. FEine symmetrische Bilinearform 5 auf R™, die quadratische Form
QW) = B(v,v) auf R™ bzw. die symmetrische Matric A € My x,(R) mit
B(u,v) = uT Av heissen

e positiv semidefinit, falls Q(v) > 0 fir alle v € R™ ist.

e positiv definit, falls Q positiv semidefinit ist und Q(v) =0 < v =10
gilt, d.h. B definiert ein inneres Produkt.

e negativ semidefinit, falls Q(v) <0 fiir alle v € R™ ist.
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e negativ definit, falls @ negativ semidefinit ist und Q(v) =0 < v =10
gilt, d.h. —f definiert ein inneres Produkt.

Bemerkung. Sei Q eine quadratische Form von Typus (p,q) auf R™.
o () ist positiv semidefinit <— q = 0.
o () ist positiv definit <= p =n.
e () ist negativ semidefinit < p = 0.
e () ist negativ definit <= q=n.
Definition. FEine (homogene) Quadrik in R™ ist eine Teilmenge der Form
Xgu = {veR" | QW) = a}

fir eine quadratische Form @ auf R™ und ein a € R.

7.4 Sylvesters Tragheitssatz

Theorem. Sei 3 eine symmetrische Bilinearform auf einem reellen, endlichdi-
mensionalen Vektorraum V', so ist die Anzahl der positiven und der negativen
Eintrdge in irgendeiner Diagonalmatrizdarstellung invariant.

Definition. Sei 8 eine symmetrische Bilinearform auf einem reellen, endlichdi-
mensionalen Vektorraum V. Sein = dimV und sei p die Anzahl der positiven
und q die Anzahl der negativen Diagonaleintrdage einer Diagonalmatrizdarstel-
lung von 8. Das Tupel

o(B)=w.q;n—(p+4q)
heisst Signatur von (.

Korollar. Sei A € M, xn(R) symmetrisch, und sei o(A) definiert als die Sig-
natur der Bilinearform (u,v) — u’ Av. Dann ist die Signatur invariant unter
Kongruenz.

Korollar. Zwei symmetrische, reelle Matrizen A, B € M,xn(R) sind genau
dann kongruent, wenn o(A) = o(B) gilt.

7.5 Singularwertzerlegung

Theorem (Singularwertzerlegung/Cartan-Zerlegung). Seien (V, (-, )v), (W, (-, Yw)
endlichdimensionale, euklidische Vektorraume, n = dim(V'), m = dim(W), sei
T € Hom(V, W) und r = Rang(T) > 1. Dann existieren o1 > --+ > o, > 0 und

orthonormale Basen B = (v1,...,v,), C = (w1,...,Wy) von V und W, sodass
ow; 1<i<r
TU,L — (et — —
0 sonst
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Korollar. Fiir jede Matriv A € Mpxn(R) mit r = Rang(A) > 1 existieren
Matrizen Q € O(n), R € O(m) sowie eine Matriz D € M,,«x»(R) der Form

01 0 0
D= : :
0 o 0

mit oy > -+ > 0, > 0, sodass A = RDQ" gilt. Die Eintrige o1,...,0, in der
Singuldrwertzerlegung von A heissen Singuldrwerte von A und sind gleich der
positiven Quadratwurzeln der positiven Eigenwerte von AAT.

7.6 Klassifikation orthogonaler Endomorphismen

Definition. Sei (V,(,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum,
sei T € End(V). T ist eine Rotation, falls entweder T = idy oder falls ein
2-dimensionaler Unterraum W C V' mit einer ONB (v1,v2) von W sowie ein
0 € R existieren, sodass

T(v1) = cos vy + sin Hvg

T(vg) = — sin vy + cos fvg

und T(v) = v fiir alle v € Wt gelten. T ist eine Rotation um W=, bzw. W+
ist die Rotationsachse von T'.

Definition. Sei (V,(:,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum,
sei T € End(V). T ist eine Reflexion, falls ein I1-dimensionaler Unterraum
W C V emistiert, sodass T(w) = —w fir alle w € W und T(v) = v fiir alle
v € W gelten. T ist eine Reflexion von V in W.

Bemerkung. Reflerionen und Rotationen sind orthogonal.

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein 2-dimensionaler Euklidischer Vektorraum und sei
T € End(V) orthogonal. Dann ist T entweder eine Rotation oder eine Reflexion
und es gilt insbesondere

e T ist eine Rotation <= det(T) =1,
o T ist eine Reflerion <= det(T) = —1.

Korollar. Sei (V, (-, -)) ein 2-dimensionaler Euklidischer Vektorraum. Die Kom-
position einer Rotation und einer Reflexion ist eine Reflexion.

Lemma. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, dimV > 1,
sei T € End(V). Dann existiert ein T-invarianter Unterraum W C V mit
1<dimW <2.

Theorem. Seien (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Fuklidischer Vektorraum
und sei T € End(V) orthogonal. Dann existieren paarweise orthogonale, T-
invariante Unterraume Wy, ..., W,, von V, sodass folgende gelten:

i) 1 <dimW; <2 firallel <i<m.

i) V=W & ® W
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Theorem. Sei (V, (-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum, sei
T € End(V) und seien W1, ..., W, paarweise orthogonale, T-invariante Un-
terraume von V der Dimensionen 1 oder 2. sodass V =W1 & ---H W,,.

i) Die Anzahl der Unterraume W; fir welche T|w, eine Rotation bzw. eine
Reflexion ist, ist gerade oder ungerade abhdngig davon, ob detT =1 oder
detT = —1.

it) Es ist immer moglich V' so zu zerlegen, dass die Anzahl der W; fiir welche
T|w, eine Reflexion ist, gleich 1 oder 0 ist und zudem, falls Ty, eine
Reflexion ist, dim W; = 1 gilt.

Korollar. Seien (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum,
T € End(V) orthogonal. Es existieren Ty,..., T, € End(V) orthogonal, sodass
gelten:

i) Fir alle 1 <i < m ist T; ist entweder eine Reflexion oder eine Rotation.
it) Es existiert mazimal ein i, sodass T; eine Reflexion ist.
i) Fir alle 1 <1i,j <m gilt T,;T; = T;T;.

w) T=T--Tp,.

v) Es ist

1 falls T; eine Rotation ist fir alle 1 <i<m
det(T) - {—1 sonst

Korollar. Seien (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum,
sei T € End(V) orthogonal. Dann ezistiert eine ONB B von V', sodass

D, 0
[T]B = I )
0 D,,

wobei Dy, = +£1 € Myx1(R) oder von der Form Dy = ( % b’“) mit ag, b, € R

7bk ap
und a? + b: = 1 ist. Falls detT = 1, dann kann man alle 1 x 1 Blockdiago-
naleintrdge gleich 1 wdhlen.

Korollar (Der Satz vom Fussball). Bei jedem Fussballspiel, in dem nur ein
Ball benutzt wird, gibt es zwei Punkte auf der Oberfliche des Balles, die sich
zu Beginn der ersten und der zweiten Halbzeit (wenn der Ball genau auf dem
Anstosspunkt liegt) an der gleichen Stelle im umliegenden Raum befinden.

Korollar. Die Gruppe der speziellen orthoogonalen Matrizen

SO(n) = {Q € Myuxn(R) | QQT = QTQ = I, Adet(Q) = 1}

wird von Rotationen erzeugt.
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8 Die Jordan Normalform

8.1 Die Jordan Normalform fur K =C

Definition. Sei k € N und A € K. Der Jordanblock der Grdsse k zum Figen-
wert X ist die k x k-Matrix

A1 0
A1
Jpr = € Myxi(K)
A1
0 A

Definition. Sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum, sei T € End(V)
und sei B eine geordnete Basis von' V. Die Darstellungsmatriz [T ist in Jordan

Normalform, falls
Ay 0

[T]B = )
0 A,

wobei jedes A; ein Jordanblock ist. Man nennt B eine Jordanbasis.

Definition. Sei V' ein K- Vektorraum, sei T € End(V) und A € K. Ein Vektor
v € V\ {0} ist ein verallgemeinerter Eigenvektor/Hauptvektor von T beziiglich
A, falls ein k € N existiert, sodass (T — Nidy)*(v) = 0.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum, sei T € End(V) und A € K ein Eigenwert
von T'. Der verallgemeinerte Eigenraum/Hauptraum von T' beziiglich X ist

Ky={veV|3keN: (T - \dy)*(v) =0}
Theorem. Sei V' ein K-Vektorraum, T € End(V), A € K ein Eigenwert von
T. Dann gelten
i) Kx CV ist ein T-invarianter Unterraum und Ey C K.
it) Fir alle p # X ist (T — pidy )|k, injektiv.

Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, T € End(V') und
chary(X) zerfalle in Linearfaktoren. Sei A € K ein Eigenwert von T mit alge-
braischer Multiplizitat m. Dann gelten

i) dim K < m.
ZZ) K)\ = Ker((T — )\ldv)m)

Theorem. SeiV ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, sei T € End(V) und
chary (X)) zerfalle in Linearfaktoren. Seien A1, ..., A\, die paarweise verschiede-
nen Eigenwerte von T. Dann existieren fiir alle v € V' Vektoren v; € Kj,,
sodass v =v1 + -+ V.

Theorem. SeiV ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, sei T € End(V) und
chary (X)) zerfalle in Linearfaktoren. Seien A1, ..., A\, die paarweise verschiede-
nen Figenwerte von T mit algebraischen Multiplizitdten mq, ..., mg. Seien B;
Basen von Kj,, so gelten
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i) BiNBj ={} wenn i # j,
i) B=ByU---UDBj ist eine Basis von V,
iit) dim Ky, = m; fir alle1 <i<k.

Korollar. Sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum, sei T € End(V') und
chary(X) zerfalle in Linearfaktoren. Dann ist T genau dann diagonalisierbar,
wenn E\ = Ky fir alle A € o(T) ist.

8.2 Existenz einer Jordan Normalform

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum, sei T € End(V) und sei v € V \ {0}
ein Hauptvektor zum Eigenwert \. Sei p € N minimal mit der Eigenschaft
(T — XMidy )P (v) = 0. Die geordnete Menge

(T — Xidy )P~ (v), ..., (T — Xidy)(v),v)

heisst Zyklus des Hauptvektors v von T zum Eigenwert . Dieser Zyklus hat
Linge p. Die Vektoren v und (T —\idy )P~ (v) sind die Start- bzw. Endvektoren
des Zyklus.

Theorem. SeiV ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, sei T € End(V') und
chary(X) zerfalle in Linearfaktoren. Sei B eine geordnete Basis von V', die eine
disjunkte Vereiningung von Zyklen von Hauptvektoren von T ist. So gelten

i) Sei v C B ein Zyklus eines Hauptvektors von T und sei W = span(7).
Dann ist W invariant unter T und [T'|w], ist ein Jordanblock.

it) B ist eine Jordanbasis von V.

Theorem. Sei V' ein K-Vektorraum, sei T € End(V) und sei A € o(T).
Seien v1,...,7%, Zyklen zu Hauptvektoren von T zum Eigenwert A mit linear
unabhéingigen Endvektoren. Dann gilt v; N ~y; = {} fir ¢ # j und die Menge
v =L, v ist linear unabhingig.

Korollar. Jeder Zyklus zu einem Hauptvektor ist eine linear unabhdngige Menge.

Theorem. SeiV ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, sei T € End(V') und
sei A € o(T). Dann besitzt Ky eine Basis bestehend aus disjunkten Zyklen zu
Hauptvektoren von T zum Figenwert X.

Korollar. Sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum, sei T € End(V') und
chary(X) zerfalle in Linearfaktoren. Dann besitzt T eine Darstellungsmatriz in
Jordan Normalform.

Definition. Sei A € M, x,(K) und chara(X) zerfalle in Linearfaktoren. Die
Jordan Normalform von A ist die Jordan Normalform von L4 € End(K™).

Korollar. Sei A € My xn(K) und chars(X) zerfalle in Linearfaktoren. Dann
hat A eine Jordan Normalform J und A ist dhnlich zu J.
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8.3 Anwendungen der Jordan Normalform

Lemma. J;  ist dhnlich zu J,ZA.
Korollar. Sei A € M,,»,,(C). Dann ist A dhnlich zu AT.

Korollar. Sei A € My, xn(C). So istexp(A) = limy_00 Zszo Ak—;c wohldefiniert.
Es gilt det(exp(A)) = exp(tr(A)) und somit GL,(C).

Proposition. Sei A € M,xn(K) und chara(X) zerfalle in Linearfaktoren.
Dann gilt

det(4) = [ am™W,
A€o (A)

wobei my(A) die algebraische Multiplizitit von A ist.

9 Unitare Vektorraume

9.1 Sesquilinearformen

Definition. Sei V' ein C-Vektorraum. FEine Sesquilinearform auf V' ist eine
Abbildung

v:VxV —=C, (u,v) = v(u,v),
sodass fiir alle w,u,v,v € V und A € C folgende gelten:
o Y(u,v+ ) = y(u,v) +(u,v),
o v(u+a,v)=~y(u,v)+vy(a,v),
o y(u, \v) = Ay(u,v),
o y(Au,v) = My(u,v).

Die Sesquilinearform ~ heisst hermitesch, falls v(v,u) = vy(u,v) fir alle u,v €
V.

Definition. e Die komplex konjugierte einer Matriz A = (Ay)1=IS" in

M, xn(C) ist die Matriz A = (ATJ)@SS;Z € My xn(C).

o Die Adjungierte einer Matriz A € My, xn(C) ist die Matriz A* = a’

e Eine komplexe Matriz A € M, x,(C) heisst selbstadjungiert/hermitesch,
falls A = A* gilt.

Definition. Sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum, sei B = (vy,...,vy)
eine geordnete Basis von V und sei ~y eine Sesquilinearform aufV . Die Darstel-
lungsmatrix von ~y beziglich B ist die Matriz [y]g € Muxn(C) gegeben durch

(Ms),; =(wiv;) (1 <id,j <n),

und wir bezeichen durch ¥p : Ses(V) — Mpxn(C) die Abbildung, die einer
Sesquilinearform v die Darstellungsmatriz [y]g von v beziglich B zuweist.
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Theorem. Sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum, dimV = n, seien
B, B Basen von V, und sei Ses(V') der C-Vektorraum der Sesquilinearformen
auf V.

i) Die Abbildung ¥ : Ses(V) — My, xn(C) ist ein Isomorphismus.
it) v € Ses(V) ist genau dann hermitesch, wenn [y|g hermitesch ist.

iii) Es ist [y]g = ([idv]g)*[ﬂg[idv]g fir alle v € Ses(V).

9.2 Komplexe Skalarprodukte

Proposition. Sei V' ein C-Vektorraum und sei v eine hermitesche Form auf
V. Dann ist y(v,v) € R fir allev e V.

Definition. SeiV ein C-Vektorraum und sei (-,-) : VXV — C eine hermitesche
Form.

e Die Form heisst positiv definit, falls (v,v) > 0 fir alle v € V' \ {0}.
e Der Betrag eines Vektors v € V' beziiglich (-,-) ist ||v|| = v/ (v, v).

e FEine positiv definite hermitesche Form ist ein Skalarprodukt/inneres Pro-
dukt auf V. FEin C-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt ist ein
unitérer Vektorraum (V, (-, -)).

Definition. Das Standardskalarprodukt auf C™ ist fir z = (z;);, w = (w;); € C"
gegeben durch
(zyw) = 2"w =ZTw1 + - - + Zpwy,

und somit

121l = Vet + - + [zl

Definition. Fine hermitesche Matriz A € M, «,»,(C) heisst positiv definit, falls
fir alle v e C™\ {0} gilt v*Av > 0.

Proposition. Sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum, sei B eine geord-
nete Basis von V. Eine hermitesche Form y aufV ist genau dann positiv definit,
wenn [y|p positiv definit ist.

Proposition. Sei (V,(-,-)) ein unitirer Vektorraum. Dann gilt die Cauchy-
Schwarz Ungleichung: Fir alle v,w € V ist [{(v,w)| < ||v||||w| und Gleichheit
gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Lemma. Sei (V,(-,-)) ein unitirer Vektorraum. Dann ist die Abbildung v —
[lv]] :== v/ {v,v) eine Norm.

Proposition. Sei (V,(-,-)) ein unitarer Vektorraum. Dann gilt die Dreiecksun-
gleichung: Fir alle v,w € V ist v +w|| < ||v]| + ||w]|.

Definition. Sei (V,(-,-)) ein unitirer Vektorraum.
o Seienv,w € V, dann ist ||[v+wl|| = ||v|| + ||w|| genau dann, wenn v = Aw

fir ein X € [0, 00).
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e Der Winkel a zwischen zwei Vektoren v,w € V' \ {0} ist definiert durch

coso = 7(1),10) )
vl |l

o Jwei Vektoren v,w € V sind orthogonal, geschrieben v 1 w, genau dann,
wenn (v, w) = 0.

e Ein Vektor v € V heisst normiert, falls ||v|| = 1. Wenn v # 0, dann ist

ﬁ normiert.

9.3 Orthonormalbasen

Definition. Fine Teilmenge S C V ist eine Orthonormalbasis (ONB), falls die
Elemente von S paarweise zueinander orthogonal sind, falls jedes Element von
S normiert ist, und falls S eine Basis von V ist.

Proposition. Sei (V,(-,-)) ein unitdrer Vektorraum mit einer ONB B = (v1, ..., vy),

dann ist
n

v = Z<’U1‘,U>’Ui (veV).

i=1

Proposition. Sei (V,(-,)) ein unitdrer Vektorraum mit einer geordneten Ba-
sis B. B ist genau dann eine orthogonale/orthonormale Basis von V', wenn
die Darstellungsmatriz des Skalarprodukts beziglich B eine Diagonal-/die Iden-
titatsmatriz ist.

Theorem (Gram-Schmidt Orthogonalisierung). Sei (V, (-,-)) ein unitirer Vek-
torraum und sei B = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V. Dann eristiert
genau eine ONB B = (01,...,0,) von V, sodass fir alle 1 < j <n gilt

J
v; = Zaij@- (aij € (C,Cij € RJr)
1=1

e~ by N i—1 (0;,05) o g
Es gilt v; = o wobei U; = v; — ijl o Vi Insbesondere besitzt jeder

endlichdimensionale unitdre Vektorraum eine ONB.

Definition. Seien (V, (-, -)v), (W, (-, Yyw) unitire Vektorrdume, sei T € Hom(V,W).
T heisst unitar (oder auch/insbesondere Isometrie), falls fiir alle v,0 € V' gilt

(T'(v), T(0))w = (v, 0)v-

Proposition. Seien (V, (-,-)v), (W, (-, )w) unitire Vektorriume gleicher endlicher
Dimension. Dann existiert eine unitare Abbildung T :V — W.

Proposition. Die Komposition zweier unitirer Abbildungen ist unitdr.
Proposition. Sei (V,(-,-)) ein unitdrer Vektorraum. Dann ist idy unitdr.

Definition. Sei A € M,,«,,(C). A ist unitér, falls die Abbildung L4 : C* — C™
unitar ist beztiglich dem Standardskalarprodukt.

Proposition. Sei Q € M, «,,(C). Folgende sind dquivalent.
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i) @Q ist unitdr.

i) (QWM, ..., QM) ist eine ONB von C" beziiglich dem Standardskalarpro-

dukt.
i) Q*Q = I,.
) QQ* =1I,.

Definition. Die unitdre Gruppe von Grad n ist die Menge
versehen mit der Matrixmultiplikation.

Proposition (QR-Zerlegung). Sei A € My« (C). Dann existieren Q € U(n)
und eine obere Dreiecksmatriz R € M, «,(C), sodass A = QR.

Definition. Sei (V,(-,-)) ein unitirer Vektorraum und sei S C V. Das orthog-
onale Komplement von S ist die Menge

St={veV|VseS: (vs) =0}
Wir schreiben v L S, falls v € S*.

Proposition. Sei (V,(-,-)) ein unitirer Vektorraum. Seien S,S8 C V und sei
U CV ein Unterraum.

e SL CV ist ein Unterraum.
e SC(SH)*t.
e SCS = St 35+
e UNU*L ={0}.
e dimV <oo = V=UasU".
Definition. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum, sei

U CV ein Unterraum. Die orthogonale Projektion von V' auf U ist die lineare
Abbildung

mpV=UasUt—U ut+u — u.
Proposition. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum, sei

U CV ein Unterraum und sei my : V. — U die orthogonale Projektion von V
auf U. Sei B = (v1,...,vy) eine ONB von U, dann gilt

m

mu(v) = Z<U¢,’U>U¢ (vev).

i=1
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9.4 Adjungierte und selbstadjungierte Abbildungen

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitarer Vektorraum. Dann
ist die Abbildung ® : V. — V*, v — ®, = (v,-) ein semi-linearer/konjugiert
linearer Isomorphismus.

Proposition. Seien (V, (-, )v), (W, {-,-)w) endlichdimensionale unitire Vek-
torrdume. Sei T € Hom(V,W). Dann existiert ein eindeutig bestimmter Ho-
momorphismus T* € Hom(W, V), sodass

Yoe VVw e W : (w, T())w = (T (w),v)v.

Definition. Seien (V, (-, )v), (W, (-, Yyw) unitire Vektorrdume. Sei T € Hom(V,W).
Falls ein Homomorphismus T* € Hom(W, V) existiert, sodass

Yo e Vvw e W: (w, T(v))w = (T*(w),v)v,

dann nennt man T* die Adjungierte von T. Fine solche Adjungierte ist ein-
deutig, wann immer sie existiert. Wenn T = T* ist, dann heisst T selbstad-
jungiert.

Proposition. Seien (V,(-,-)v), (W, {-,-)w) unitire Vektorrdume. Seien T €
Hom(V, W).

o Wenn T* existiert, dann existiert auch (T*)* und es gilt (T*)* =T.

e Falls T* existiert und dimV < oo, dann gilt fiir jede ONB B = (vy,...,v,)

von V, dass
n

T (w) = Z(T(vi),w>wvi (weW).

i=1

e Seien V,W endlichdimensional und seien B, B ONB von V,W. Dann ist
[T*15 = ((T13)"

o Sei A€ Myun(C), dann ist (La)* = La».

Proposition. Seien T1,T5 lineare Abbildungen zwischen unitiren Vektorrdumen,
sei A € C. Wann immer wohldefiniert, gelten

i) (Th o To)* =T5 oTy.
i) (Ty + T)* =TF +Ty.
iii) (NT1)* = ATy .

9.5 Normale (und selbstadjungierte) Endomorphismen

Lemma. Sei (V,{(-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum, sei T €
End(V). Wenn T einen Eigenvektor besitzt, so besitzt auch T* einen Figenvek-
tor.

Theorem (Schur). Sei (V,{(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer oder
unitarer Vektorraum. Sei T € End(V). Wenn charp(X) in Linearfaktoren
zerfdllt, dann existiert eine ONB B von V', sodass [T|p eine obere Dreiecksma-
triz ist.
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Definition. Seien (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitdrer Vektorraum. Sei
T € End(V). T heisst normal, falls TT* = T*T gilt. Fine Matriz A €
M, «n(C) heisst normal, falls A*A = AA*.

Proposition. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum, sei
T € End(V).

i) Falls T selbstadjungiert ist, ist T normal.
it) Falls T unitar ist, ist T normal.
1) Falls T normal ist, ist T* normal.

Theorem. Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer oder unitirer
Vektorraum. Sei T € End(V) normal.

i) T )| =T ()| fir alleveV.
it) T — cidy ist normal fir alle ¢ € idy .
i) T(0) = W — T (v) = ho.

iv) Seien A1, Ay verschiedene Eigenwerte von T mit Eigenvektoren vy, ve. Dann
gilt v L vs.

Theorem (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen). Seien (V,(-,-)) ein
endlichdimensionaler unitirer Vektorraum und sei T € End(V). T ist genau
dann normal, wenn eine ONB B von V bestehend aus Figenvektoren von T
existiert.

Theorem (Spektralsatz fiir unitdre Vektorrdume). Sei (V,(-,-)) ein unitdrer
Vektorraum und sei T selbstadjungiert.

i) Alle Figenwerte von T sind reell.

i) Falls dimV < oo, dann ezistiert eine ONB von V bestehend aus Eigen-
vektoren von T. Insbesondere ist T diagonalisierbar.

Theorem (Hauptachsentransformation). Sei A € M,,x,(C) hermitesch. Dann

existiert eine unitdre Matriz @ € U(n), sodass Q*AQ eine Diagonalmatriz ist.

9.6 Kilassifikation unitirer Endomorphismen

Theorem. Sei (V, (-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum, sei T €
End(V) wnitdr, so gelten:

i) Alle Eigenwerte von T haben Betrag 1.
it) T ist diagonalisierbar.

Korollar. U(n) C C? ist zusammenhdingend.
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