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M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH

Serie 12

Aufgabe 12.1 Laplacetransformationen Berechnen - I11

Finden Sie die Laplacetransformation der folgenden Funktionen:

0 wennO <t <6,
f(t) =
3 wennb6 <t.

ii.
3 wenn(0 <t <5,
f(t):=410 wenn5 <t <8,
0 wenn8 < ¢t.

1il.

(1) = 0 wenn 0 <t < 3,
"~ | 6sin(t —3) wenn3 <.
1v.
4 wenn 0 <t < 2,
f(t) = 12
445(t—2)e wenn 2 < t.

Aufgabe 12.2 Laplaceriicktransformation und Faltung

(12.2a) Bestimmen Sie die Originalfunktionen der folgenden Laplacetransformierten

1
)

Benutzen Sie dazu eine Partialbruchzerlegung.

(12.2b) Bestimmen Sie erneut die Originalfunktionen der folgenden Laplacetransformierten

1
s2(s?2 +a?)

fls) =
Benutzen Sie diesesmal den Faltungssatz aus der Vorlesung.

(12.2¢) Bestimmen Sie die Originalfunktionen der folgenden Laplacetransformierten

—25%2 4+ 18s — 3

f(s):s3—32—83+12

durch eine Methode Threr Wahl.
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Aufgabe 12.3 Satz von Bromwich und Residuensatz

Sei L] f] die Laplacetransformation einer Originalfunktion f. Liegen alle Singularititen von L] f]
zur Linken des Weges v : R — C, v(t) := A +it, mit A € R, so gilt laut dem Satz von Bromwich,
dass

flt)=—"- /ﬁ[f](s)e“ ds, t>0.

Y

(12.3a) Sein € N und n > 2. Benutzen Sie den Satz von Bromwich und den Residuensatz
angewandt auf den Weg vy in Abbildung 12.1, um zu zeigen, dass

) tn—l
£ = Gy
gilt.
+iR
IR/"E !
R—c¢ € R
] e —1R

Abbildung 12.1: Der Weg v, fiir Aufgabe (12.3a).

(12.3b) [Bonus] Benutzen Sie den Satz von Bromwich und den Satz von Cauchy angewandt
auf den Weg v in Abbildung 12.2, um zu zeigen, dass

gilt.

Hinweis: Das Integral iiber vz muss in ein Integral iiber sechs Teilstiicke aufgetrennt werden.
Man kann zeigen, dass drei dieser Integrale verschwinden, wenn man geeignete Grenzwerte bil-
det. Fiir die beiden Integrale iliber die Kreissektoren mit Radius R, 1dsst man R gegen unendlich
gehen und benutzt die bekannte Abschitzung sin(wt) > 2t, t € [0,1/2]. Fiir das Integral iiber

Serie 12 Seite 2 Aufgabe 12.3



den Kreissektor mit Radius e, ldsst man € gegen Null gehen. Die restlichen Integrale verschwin-
den nicht. Beachten Sie jedoch die Unstetigkeit der komplexen Wurzelfunktion auf der Achse
C \ (—o0,0]. Wir arbeiten hier mit dem Hauptzweig der komplexen Wurzelfunktion.

0+iR
IR/_' '
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Abbildung 12.2: Der Weg v fiir Aufgabe (12.3b).

Aufgabe 12.4 Zwei Differentialgleichungen

(12.4a) Losen Sie folgende Differentialgleichung mit Hilfe der Laplacetransformation:

git)+yt)=¢, t>0,  y(0)=1

(12.4b) Losen Sie folgende Differentialgleichung mit Hilfe der Laplacetransformation:

) —gt) = 2y(t) =47, >0,
y(0) =4,  y(0)=1.

Publiziert am 23. Mai.
Einzureichen am 30. Mai.
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