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Hinweise: Diese Serie ist deutlich länger als alle anderen Serien dieses Semesters. Die Idee ist
dabei, dass Sie nicht die ganze Serie innerhalb der nächsten Woche lösen, sondern diese als eine
Aufgabensammlung zur Vorbereitung auf die Prüfung im August ansehen. Die Aufgaben sind
generell so zusammengestellt, dass sie ein hervorragendes Training für die Prüfung darstellen.
Wenn Sie die Aufgaben lösen, dann stoppen Sie doch die Zeit, welche Sie dafür benötigen.

Aufgabe 13.1 Anwendungen des Residuensatzes
(13.1a) Berechnen Sie das Integral ∫ ∞

0

x2

1 + x4
dx.

(13.1b) Berechnen Sie das Integral∫ ∞
−∞

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx.

(13.1c) Berechnen Sie das Integral ∫ ∞
0

1

x6 + 1
dx.

(13.1d) Berechnen Sie das Integral ∫ ∞
−∞

1

(x2 + 1)3
dx.

(13.1e) Berechnen Sie das Integral∫ ∞
−∞

1

(x2 + x+ 1)2
dx.

(13.1f) Berechnen Sie das Integral ∫ ∞
0

cosx

x2 + 1
dx.

(13.1g) Berechnen Sie das Integral ∫ ∞
0

sin2 x

1 + x2
dx,

indem Sie die trigonometrische Formel sin2 x = 1
2
(1− cos 2x) benutzen.
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(13.1h) Sei k > 0 und s > 0. Berechnen Sie das Integral∫ ∞
−∞

cos sx

k2 + x2
dx.

(13.1i) Berechnen Sie das Integral ∫ 2π

0

cos 3θ

5− 4 cos θ
dθ.

(13.1j) Berechnen Sie das Integral∫ 2π

0

1

1− 2a cos θ + a2
dθ,

für:

i. |a| < 1, ii. |a| > 1.

(13.1k) Sei 0 < a < 1. Berechnen Sie das Integral∫ ∞
−∞

eax

1 + ex
dx,

indem sie über den Weg γ in Abbildung 13.1 integrieren.

iR

R
R

R + 2πi−R + 2πi

−R

γ

Abbildung 13.1: Der Weg zur Verwendung in Aufgabe (13.1k).

(13.1l) Sei −1 < a < 1. Berechnen Sie das Integral∫ ∞
−∞

eax

coshx
dx,

indem sie über den Weg γ in Abbildung 13.2 integrieren.
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Abbildung 13.2: Der Weg zur Verwendung in Aufgabe (13.1l).

(13.1m) Betrachten Sie ausserdem die folgenden Aufgaben der alten Serien:

i. Aufgabe 6.5,

ii. Aufgaben 7.3a und 7.3b,

iii. Aufgabe 7.4,

iv. Aufgabe 7.5a.

Aufgabe 13.2 Verschiedene Aufgaben zu Fourierreihen
(13.2a) Berechnen Sie die Fourierreihe der 2π-periodischen Fortsetzung von

f(t) := t, t ∈ [0, 2π).

(13.2b) Berechnen Sie die Fourierreihe der 2π-periodischen Fortsetzung von

f(t) := |t|, t ∈ [−π, π).

(13.2c) Berechnen Sie die Fourierreihe der 2π-periodischen Fortsetzung von

f(t) :=

{
1 wenn t ∈ [0, π),

−1 wenn t ∈ [π, 2π).
.

(13.2d) Berechnen Sie die Fourierreihe der 2π-periodischen Fortsetzung von

f(t) :=

{
sin(t) wenn t ∈ [0, π),

0 wenn t ∈ [π, 2π).
.

(13.2e) Berechnen Sie die Fourierreihe der 2π-periodischen Fortsetzung von

f(t) := |sin(t)|, t ∈ [0, 2π).

(13.2f) Berechnen Sie die Fourierreihe der 2π-periodischen Fortsetzung von

f(t) :=

{
1− e−t wenn t ∈ [0, π),

eπ−t − e−t wenn t ∈ [π, 2π).
.

(13.2g) Benutzen Sie Aufgabe (13.2a), um die Summen
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i.
∑∞

n=1
(−1)n
2n−1 , ii.

∑∞
n=1

1
n2 ,

auszuwerten.

(13.2h) Benutzen Sie Aufgabe (13.2b), um die Summen

i.
∑∞

n=1
1

(2n−1)2 , ii.
∑∞

n=1
1

(2n−1)4 ,

auszuwerten.

(13.2i) Benutzen Sie Aufgabe (13.2c), um die Summen

i.
∑∞

n=1
(−1)n
(2n−1) , ii.

∑∞
n=1

1
(2n−1)2 ,

auszuwerten.

(13.2j) Benutzen Sie Aufgabe (13.2d), um die Summen

i.
∑∞

n=1
1

4n2−1 , ii.
∑∞

n=1
1

(4n2−1)2 ,

auszuwerten.

(13.2k) Benutzen Sie Aufgabe (13.2e), um die Summen

i.
∑∞

n=1
1

4n2−1 , ii.
∑∞

n=1
1

(4n2−1)2 ,

auszuwerten.

Aufgabe 13.3 Verschiedene Aufgaben zur Fouriertransformation
(13.3a) Berechnen Sie die Fouriertransformation von

f(t) :=
1

t2 + 6t+ 13
.

Hinweis: Der Residuensatz kann bei dieser Aufgabe helfen.

(13.3b) Berechnen Sie die Fouriertransformation von

f(t) :=
t

(t2 + 1)2
.

Hinweis: Der Residuensatz kann bei dieser Aufgabe helfen.

(13.3c) Berechnen Sie die Fouriertransformation von

f(t) :=
1

(t2 + 1)2
.

Hinweis: Der Residuensatz kann bei dieser Aufgabe helfen.

(13.3d) Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Aufgaben (13.3a)–(13.3c):
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i.
∫∞
−∞

sin(3t)
t2+6t+13

dt,

ii.
∫∞
0

t sin(7t)
(t2+1)2

dt,

iii.
∫∞
0

cos(13t)
(t2+1)2

dt,

iv.
∫∞
−∞

cos(t)
(t2+2t+2)2

dt.

(13.3e) Berechnen Sie die Fouriertransformation der Funktion

f(t) :=
t2 + 2

t4 + 4
.

Berechnen Sie dann den Wert des Integrals∫ ∞
−∞

(x2 + 2)2

(x4 + 4)2
.

(13.3f) Berechnen Sie das Integral ∫ ∞
−∞

sin(x)

x(x2 + 1)
dx.

(13.3g) Sei α > 0. Lösen Sie die Differentialgleichung

−u′′(t) + α2u(t) = h(t), t ∈ R,

wobei h : R → C eine absolut integrierbare, stetige Funktion ist, mit Hilfe der Fouriertransfor-
mation.

Hinweis: Die Lösung kann in Abhängigkeit von h angegeben werden, wenn man den Faltungs-
satz verwendet.

(13.3h) Lösen Sie die Differentialgleichung

∂2

∂x2
u(x, y) +

∂2

∂y2
u(x, y) = 0, x ∈ R, y > 0,

mit Nebenbedingung u(x, 0) = h(x), wobei h : R → C eine absolut integrierbare, stetige Funk-
tion ist.

Hinweis: Benutzen Sie die Fouriertransformation und den Faltungssatz. Beachten Sie bei der
Lösung des Systems, dass die Fouriertransformation von u(·, y) beschränkt sein soll.

(13.3i) Sei α > 0. Lösen Sie die Differentialgleichung

∂

∂t
u(t, x) = α2 · ∂

2

∂x2
u(t, x), t > 0, x ∈ R,

mit Nebenbedingung u(x, 0) = h(x), wobei h : R → C eine absolut integrierbare, stetige Funk-
tion ist.

(13.3j) Betrachten Sie ausserdem noch einmal die folgenden Aufgaben aus den Serien:
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i. Aufgabe 10.1,

ii. Aufgabe 10.2,

iii. Aufgabe 11.1.

Aufgabe 13.4 Verschiedene Aufgaben zur Laplacetransformation
(13.4a) Lösen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y′ − y = e3t, y(0) = 1.

(13.4b) Lösen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y′′ − 3y′ + 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1.

(13.4c) Lösen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y′′ + 4y = sin t, y(0) = 1, y′(0) = 0.

(13.4d) Lösen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y′′ − 2y′ + 2y = 2et, y(0) = 0, y′(0) = 1.

(13.4e) Lösen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y′′ − 2y′ + y = et, y(0) = 1, y′(0) = 0.

(13.4f) Lösen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y′′ + 2y′ + 2y = h(t), y(0) = 0, y′(0) = 1,

wobei

h(t) :=

{
1 wenn t ∈ [π, 2π],

0 sonst.

(13.4g) Lösen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y′′ − 3y′ + 2y = tu(t), y(0) = 1, y′(0) = 0,

wobei

u(t) :=

{
1 wenn t > 0,

0 sonst.

(13.4h) Sei α > 0. Finden Sie eine Lösung der Differentialgleichung

y′′ + α2y = h, y(0) = y′(0) = 0,

wobei h : R→ C eine stückweise stetige Funktion ist deren Laplacetransformation L[h] existiert.

Hinweis: Benutzen Sie den Faltungssatz.

(13.4i) Betrachten Sie ausserdem die folgenden Aufgaben aus den Serien:
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i. Aufgabe 12.2, ii. Aufgabe 12.4.

Aufgabe 13.5 Weitere Aufgaben
(13.5a) Weitere gute Übungsaufgaben aus den Serien sind:

i. Aufgabe 3.5,

ii. Aufgabe 5.1,

iii. Aufgabe 5.2,

iv. Aufgabe 6.1,

v. Aufgabe 6.3,

vi. Aufgabe 6.4.

(13.5b) Lösen Sie den Midterm erneut (oder zum ersten Mal).

(13.5c) Lösen Sie die Prüfung vom Winter 2014 und die Prüfung vom Sommer 2014 im Skrip-
tum von Prof. Dr. F. Da Lio ab Seite 106.
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