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Aufgabe 3.1 Einschreibung in Echo

Wichtig: Bitte schreiben Sie sich auf echo.ethz.ch in die Ubungsstunde, welche Sie auch be-
suchen, ein! Dies bedeutet, dass Sie sich eventuell aus einer Ubungsstunde ausschreiben miissen,
die Sie nicht besuchen.

Hinweis: Das Umschreiben in die korrekte Ubungsstunde hilft uns dabei den Assistierenden
frithzeitig mitzuteilen, sollte niemand in ihre Stunden kommen, und die Rdume der ETH wieder
freizugeben.

Aufgabe 3.2 R-Linearitit und C-Linearitat

(3.2a) Betrachten Sie die Einheitsvektoren

o) ()

des C?. Zeigen Sie, dass B := {ey, e, ie, ey} eine R-Basis von C? bildet.
(3.2b) Betrachte nun eine Matrix

a1; a2 13 Aaiq
Q21 Q22 A23 A4
AL = S R4X4.
31 Aagz 33 A34
Qg1 Qg2 Q43 QA44q

Die Matrix Ay, beschreibt eine R-lineare Abbildung L : C?> — C? in der Basis B := {e;, es, ie;, ie;}.
Was muss fiir ihre Koeffizientent a;;, 7, j = 1,2, 3, 4, gelten damit L auch C-linear ist?
Aufgabe 3.3 Regel von de I’Hospital

Seien f, g : C — C zwei Funktionen, die in einer Umgebung von 2, = 0 differenzierbar sind und
fiir die f(0) = g(0) = 0, ¢’(0) # 0 gilt. Dann gilt die Regel von de 1’Hospital

1) 10)
2 g(z) ~ g(0)

Aufgabe 3.4 Die Kettenregel

Sei U C C offen und sowohl ~y : [0,1] — U, als auch f : U — C differenzierbar. Sei ausserdem
g(t) := f(~(t)). Leiten Sie die Kettenregel

her.
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Aufgabe 3.5 Die Cauchy—Riemann Gleichungen

Wir benutzen die Notation
fle+iy) =u(z,y) +iv(z,y), zyek

Welche der im Folgenden definierten Funktionen sind holomorph?

(3.5a) wu(z,y xt — 622y + vt v(x, y) = 42y — dayB.

(z,y)
(3.5b)  u(z,y) =2 — 3xy?, vz, y) = —32%y + 7.

(3.5¢) u(z,y) :=sin(z* — y?) cosh(2zy), v(z,y) := — cos(z* — y?) sinh(2zy).

(3.5d)  u(z,y) = eV cos(2xy), v(x, y) = e ¥ sin(2xy).
Hinweis: Der Kosinus Hyperbolicus und der Sinus Hyperbolicus sind gegeben durch

cosh(z) := ° —;e : sinh(z) := c-°

Aufgabe 3.6 Die Cauchy-Riemann Gleichungen in Polarkoordinaten

Sei f : C — C. Wir konnen f dann in algebraischen Koordinaten als f(z + iy) = u(x,y) +
iv(z,y) oder in Polarkoordinaten als f(re'?) = u(r, ¢)+iv(r, ¢) schreiben. Die Cauchy—Riemann
Gleichungen in algebraischen Koordinaten sind aus der Vorlesung bekannt und lauten

0 0 0 0
%u(xvy) - a_yv(xvy)a a_yu(xay) - —%U(I,y)

Zeigen Sie, dass wenn f die Cauchy—Riemann Gleichungen in algebraischen Koordinaten erfiillt
— also holomorph ist — dann f auch die Cauchy—Riemann Gleichungen in Polarkoordinaten

L) = g0 i) = 1 5

erfiillt.

Aufgabe 3.7 Das Wirtinger Kalkiil
(3.7a) Sei z = x + iy. Dann gilt

z2+Zz nd zZ—Z
u =
2 Y= 79

Tr =

Wenden Sie die Kettenregel auf informelle Art und Weise auf F'(x,y) an, um den Ausdruck

0 1 0 .0

herzuleiten.

Serie 3 Seite 2 Aufgabe 3.5



iR iR+

72

TN

1R 1 R
(a) (b)
Abbildung 3.1: Die Wege 7 und ~s.

(3.7b)  Wir definieren den Differentialoperator

0 1 0 4 0

— == | = +i— ).

0z 2 \ox Oy
Zeigen Sie dass, wenn eine Funktion f holomorph ist — also ihr Real- und Imaginirteil die
Cauchy—Riemann Gleichungen erfiillen — dann

0
“ -
azf

ist.

Bemerkung: Wir nennen - die Wirtinger Ableitung.

Aufgabe 3.8 Einige Wegintegrale

(3.8a) Betrachten Sie den Weg v : [0, 1] — C, welcher den Einheitskreis in C im Uhrzeigersinn
parametrisiert. Berechnen Sie nun

1
,YZ

(3.8b) Betrachten Sie die beiden Wege 1,7 : [0, 1] — C, welche in Abbildung 3.1 dargestellt
sind. Berechnen Sie damit die Integrale

i) f% Re(z)dz, iii) f71 22dz,

ii) fw Re(z) dz, iv) fw 22 dz.

Publiziert am 07. Mirz.
Einzureichen am 14. Mairz.
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