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Aufgabe 5.1 Anwendung des Satzes von Cauchy — I

Sei v die Parametrisierung entgegen des Uhrzeigersinns des Quadrates ()o mit Mittelpunkt O und
Seitenlinge 4. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

1) f'y m dZ, lll) f’y #_"_1 dZ,
i) [ z}f?(ﬁ%) dz, iv) [ cohla) dz.

Hinweis: Der Kosinus hyperbolicus cosh ist definiert durch

cosh(z) := %

Beim Losen von Aufgabe iv) werden Sie ausserdem noch dem Sinus hyperbolicus sinh begegnen,
welcher durch
J— ef

2

sinh(z) := c

definiert ist.

Aufgabe 5.2 Anwendung des Satzes von Cauchy — II

Sei ~y eine geschlossene Kurve in C mit positiver Umlaufrichtung — das bedeutet, dass wenn wir
entlang v laufen, das von der Kurve eingeschlossene Gebiet G immer zu unserer Linken liegt.

Wir betrachten -
s° + 2s

= [ ———ds.

9(2) L oo

Zeigen Sie, dass ¢g(z) = 6miz, wenn z innerhalb von G liegt, und g(z) = 0, wenn z ausserhalb
von G liegt.
Aufgabe 5.3 Erweiterung des Satzes von Liouville

(5.3a) Sei f eine ganze Funktion fiir die es A, B > 0 gibt mit
[f(2) < All+B,  zeC

Zeigen Sie, dass f(z) = az + b gilt, wobei a, b € C.

Hinweis: Wenden Sie die Integralformel von Cauchy an, um zu zeigen dass f?(z) = 0 auf ganz
C gilt. Hier bietet es sich an Wege zu benutzen die Kreise um z mit Radius R beschreiben und
dann den Grenziibergang R — oo zu betrachten.
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(5.3b) [Bonus] Sei f eine ganze Funktion fiir die es ein Polynom m-ten Grades p € P,, mit
Koeffizienten in R, gibt, sodass

If(2)] <p(z]), =zeC.

Zeigen Sie, dass f dann ein komplexes Polynom von Grad hochstens m ist.

Aufgabe 5.4 Numerische Experimente zum Mittelwertsatz

Wir wollen die Aussage des Mittelwertsatzes numerisch untersuchen. Wir betrachten dazu eine
Funktion f : C — C und einen Punkt 2z, € C. Der Mittelwertsatz besagt, dass wenn f holomorph
ist auf einem Gebiet welches den Ball B, (zy) := {z € C||z — 20| < r} mitsamt seines Randes
enthilt, dann

f(z0) = /o f(zo +re®™) dt

gilt. Das Integral iiber [0, 1] ldsst sich numerisch (unter anderem) durch eine Integrationsmeth-
ode berechnen, welche wir Monte Carlo Integration nennen. Dazu betrachten wir N = 1000
unabhingige Realisierungen einer Zufallsvariable, welche uniform auf [0, 1] verteilt ist. Nennen
wir diese Zufallsvariabeln X,,, n = 1,..., N, so approximieren wir das Integral durch

f(20) / f(zo+ Te2mt dt =~ Z f(zo+ reQmX")

(5.4a) Implementieren Sie die Monte Carlo Methode wie sie oben beschrieben ist in IThrer
Lieblingsprogrammiersprache, um den Wert der folgenden Funktionen f an den folgenden Punk-
ten 2y zu approximieren. Benutzen Sie dabei » = 1. Was bemerken Sie?

i) f(2):= cos(z® —sin(2)), z9 = 0, i) f(z) :=tan(z" 4+ 7/4), zo = 0.

(5.4b) [Bonus] Implementieren Sie den Schitzer

N

Fla) % - 3 F oo+ ),

n=1

fiir N = 50 und die Funktionen f und Punkte z, aus Aufgabe (5.4a). Was fillt hier auf?

Aufgabe 5.5 Ein Schwaches Maximumprinzip

(5.5a) Sei f : U — C eine Funktion, welche holomorph auf einem Gebiet U C C ist. Benutzen
Sie den Mittelwertsatz, um zu zeigen dass fiir alle z € C und hinreichend kleinen r > 0

< 27'l'lt
1f(2)] trgguf]lfzﬂ“e )

gilt.

(5.5b) Benutzen Sie Aufgabe (5.5a) um zu zeigen, dass | f| in U kein striktes, lokales Maximum
haben kann.

(5.5¢) Beweisen Sie, dass Re(f) und Im( f) in U kein striktes, lokales Maximum haben konnen.
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Abbildung 5.1: Integrationswege.

(8.5d) Benutzen Sie Ihre Lieblingsprogrammiersprache, um den Real-, Imaginirteil und Abso-
lutbetrag der folgenden zwei Funktionen auf dem Gebiet

G = {Z:IL‘—|—1yE C’ZE € (_272)a ye (_272>}
zu zeichnen:

i) f(z):=2%—z, i) f(z) :=sin(z).

Aufgabe 5.6 [Ein Integral, Fiinf Wege

Betrachten Sie die Funktion )

GC-D(-2)
welche auf U := C \ {1, 2} holomorph ist. Berechnen Sie die Integrale

L RELS

fiir die in Abbildung 5.1 gegebenen Wege.

fz) =

Publiziert am 21. Mirz.

Einzureichen am 28. Mirz.

Serie 5 Seite 3 Aufgabe 5.6



	Serie 5
	5.1 Anwendung des Satzes von Cauchy – I
	5.2 Anwendung des Satzes von Cauchy – II
	5.3 Erweiterung des Satzes von Liouville
	5.4 Numerische Experimente zum Mittelwertsatz
	5.5 Ein Schwaches Maximumprinzip
	5.6 Ein Integral, Fünf Wege


