Prof. Dr. P. S. Jossen Frithlingssemester 2018 ETH Ziirich

M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH
Serie 1

Aufgabe 1.1 Rechnen mit komplexen Zahlen

(1.1a) Berechnen Sie die folgenden Terme:
i) (—14+7)+ (8—1), i) (—2+1) x (=94 151),
i) (44 8i)— (14 4+ 7i), iv) (12+ 3i) + (12 + 6i).

Losung: Wir erhalten

i) —6+ 6i, iii) 3 — 39i,
i) —10 +1i, iv) & — 1,
wobei wir

12431 (12+43i)(12—-6i) 162—361 9 i
12461 (1246i)(12 —6i) 180 10 5

benutzt haben.

(1.1b) Berechnen Sie die folgenden Terme durch Ausnutzung der Polarform:
i) (—i)+(1-1),
i) (—2—2i) x (14 +/3i),

i) ((1+/3i) = (V3 +1)).

HINWEIS: Sie diirfen die Losung in Polarform angeben.

Losung: Ganz im Allgemeinen berechnen sich der Radius und Winkel einer komplexen Zahl
z = x + iy durch

arccos £ wenn y > 0,
r=/22 + 12, ¢={ § =

— arccos % sonst.

Wir wollen dies nun auf die obige Aufgabe anwenden:

1) Man sieht, dass —i = e~7/2_ Ausserdem erhalten wir 7 = /2 und ¢ = —arccos(1/ \/5) =
—m /4 fir z = 1 — 1i. Somit gilt
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ii) Wir berechnen, dass r = v/8 = 2v/2und ¢ = — arccos(—l/ﬂ) = —3m/4 fir z = —2 — 2i.
Desweiteren gilt 7 = 2 und ¢ = arccos(1/2) = 7/3 fiir 2 = 1 + +/3i. Somit ist

(=2 — 2i) x (1+ V3i) = 4v2/(5-F) = 4v/2e %

iii) Wir hatten bereits gesehen, dass r = 2 und ¢ = arccos(1/2) = 7/3 fiir z = 1 + /3i. Damit
gilt auch, dass r = 2 und ¢ = arccos(v/3/2) = 7/6 fiir z = v/3 + i. Somit erhalten wir

(14 VE) = (VBi)® = (eF) " = e = 1.

(1.1c) Skizzieren Sie Ihre Antworten aus den Teilaufgaben (1.1a) und (1.1b), sofern deren Be-
trag kleiner als 10 ist.

HINWEIS: Sie konnen die Skizze von Hand anfertigen oder aber Ihren Compurter zur Hilfe
nehmen.

Losung: Die Punkte sind im folgenden Bild eingetragen.

iR
g1

—6 + 61

gle
=

=2

84+
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Aufgabe 1.2 Nullstellen Zeichnen

Zeichnen Sie die Nullstellen der folgenden Polynome in der komplexen Zahlenebene:

i) 22+ 25,

i) 22 —2z+2,

iif)

iv)

234 22— 2,

27— 1.

HINWEIS: Sie konnen die Skizzen von Hand anfertigen oder aber Ihren Compurter zur Hilfe

nehmen.

Losung:

1) Wir sehen, dass

iif)

22 +25 = (z — 5i)(z + 5i).
Daher sind die Nullstellen zp = 5i und

21 = —bi.

iR
6
% 5i

_6+_

1) Indem wir die Mitternachtsformel oder den
Satz von Vieta anwenden erhalten wir zy =

l1+iundz =1—1.

Suchen wir die Nullstellen eines Poly-
nomes dritten Grades so konnen wir damit
beginnen eine Nullstelle zu eraten. In
dieser Aufgabe eraten wir die Nullstelle
29 = 1. Nun fiihren wir eine Polynomidi-
vision durch, um den Grad des Polynomes
zu verringern. Wir erhalten

(B+22-2)+(z—-1)=2"+22+2.

Zuletzt benutzen wir die Mitternachts-
formel oder den Satz von Vieta und erhal-

ten die weiteren Nullstellen z; = —1 +1i
und 2z = —1 — 1.
iR
2 4
—1+i
1 4+
—2 —1 0 1 2

. —14
iR 1
2 4
-2+
141
1y iv) Die Nullstellen des Polynomes erfiillen die
_9 1 0 1 9 Gleichung z” = 1. Schreiben wir 2 in Po-
x % x - R larform — also z = rel® — so erhalten wir
r"=1 und 7¢=2nZ.
-1+ Daraus folgt, dass die Nullstellen Xon 21—
=i 1 gegeben sind durch z, = e*™7, wobei
k = 0,...,6. Wir nennen 2z, die siebten
27 Einheitswurzeln.
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iR

22
1 4
21
Z3
—1 0 20
1 - R
Z4
26
z5 _1 T

Aufgabe 1.3 Funktionen mit komplexem Definitionsbereich

(1.3a) Berechnen Sie die folgenden Terme in der algebraischen Form.

i) el iii) log(1+1),
i) e~ iv) log(1 + /3i).
Losung:

i) Das Resultat ist ¢!, will man es in Polarform angeben. In der algebraischen Form erhilt man
cos 1 + isin 1. Dies entspricht ndherungsweise

0.540 + 0.8411.

ii) In Polarform ist das Resultat gegeben durch e - e, In der algebraischen Form erhilt man
e cos 2 — eisin 2. Dies entspricht niherungsweise

—1.131 — 2.472i.

iii) Zuerst bemerken wir, dass 1 + i umgerechnet in Polarform \/ﬁe%i ergibt. Wenden wir den
Hauptzweig des Logarithmus an so erhalten wir

Log(1 +1) = log V2 + % ~ 0.347 + 0.7851.
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Will man die Mehrdeutigkeit des komplexen Logarithmus betonen, so kann man auch
: i :
log(1+1) € {10g\/§+ Z—i—ka‘k € Z}

schreiben.

iv) In Polarform gilt 1 + 1/3i = 2e% . Mit dem Hauptzweig des Logarithmus erhalten wir

Log(1 + v/3i) = log 2 + % ~ 0.693 + 1.047i.

kEZ}.

Alternativ haben wir

log(1 + V/3i) € {logQ + % + 2nik

(1.3b) Berechnen Sie die folgenden Terme approximativ:

i) cos(10i), iii) sin(5 + 5i),
ii) cos(—10i), iv) sin(2 —1).
Losung:

i) Man kann hier die Formel
cosz = ————

anwenden. Somit erhalten wir

e 10 4 el0 1 4 20

5 = 310 ~ 11013.233.

cos(10i) =

i) Wir berechnen

el +e710 1462
2 2l

Wir bemerken, dass der Kosinus entlang der komplexen Zahlenachse exponentiell steigt.

cos(—10i) = ~ 11013.233.

iii) Wir wenden die Formel

. eiz e iz

sinz =

2i
an. Damit erhalten wir
—5 . 5 _ .5 . ,—bi
sin(5 + 5i) = —— > €0~ 71162 + 21.049i.
i
iv) Wir berechnen
Ca2i -1 -2
sin(2 — i) = < 26 G A~ 1.403 + 0.480.
i
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Aufgabe 1.4 Eine Komplexe Potenz

Berechnen Sie

it

Losung: Mit dem Hauptzweig des Logarithmus erhalten wir
i = etlosl = 673 0.208.

Somit ist
i = {o B ke 7).

Aufgabe 1.5 Komplexe Grenzwerte und Reihen

(1.5a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
i) limy, o0 cos(in), i) lim, o (n + 271)" /0",
i) lim,ee 1+ (—1)"4, iv) lim, oo Arg(1 4 (—=1)"2),

wobei in der letzten Teilaufgabe der Hauptwert des Arguments gemeint ist.

Losung:

i) Istn € N, so gilt
e +e”  14e™

cos(in) = 5 Do

Ist —n € N, so gilt ebenfalls

efn_|_en - 1+e72n

cos(in) = 5 Son

Daraus folgt, dass
lim cos(in) = oo.
[n]—o0

i1) Wir berechnen
Mim 1+ (=07
iii) Es gilt, dass
exp(z) = lim (1 + 3) :
n—0o0

Dabher folgt, dass

n— 00 n—00 n

omi\" .
lim (n + 27i)" /0" = lim (1 + ﬂ) oo,

iv) Der Hauptwert des Argumentes ist stetig auf {z = rel? ‘ r>0, ¢ € (—mn, w)} und somit gilt

lim Arg(1+ (—1)"1) = Arg(1) =0.
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(1.5b) Berechnen Sie den Wert der Reihe

WE
2]~
+
s |3

Losung: Wir teilen die Summe in ihre Einzelteile und berechnen

St L

n=0 n=0 n=0

3

wobei wir die geometrische Reihe

oo . 1
Eq=—1_ ;e < 1,
n=0 q
und die Exponentialreihe
N
|
“—~ nl

benutzt haben.

Aufgabe 1.6 Herleitung der Additionstheoreme

(1.6a) Zeigen Sie, dass
exp(z1 + 22) = exp(21) - exp(22)

gilt, fiir alle 27, 2, € C.

Losung: Wir definieren die Exponentialfunktion fiir komplexe Argumente z € C durch

Damit haben wir

2 (21 + 29)" 1 = /n e
eXp(zl‘FZ?):Z%:ZE' (k>zfz2 k
) " k=0

wobei wir die binomische Formel angewandt haben. Tauschen wir die Summationsreihenfolge —

die Summe ist absolut konvergent — so erhalten wir

00 i 00 n Z;L_k 00 ~ e P
explaat ) =D ) () )5 =2 0 2

exp(z1 + 22) = Z —1| : Z —2' = exp(z1) - exp(22).
k=0 n=0
Serie 1 Seite 7 Aufgabe 1.6



(1.6b) Beweisen Sie die Additionstheoreme des Sinus und Kosinus. Zeigen Sie also, dass

sin(x 4+ y) = sinx cosy £ cos x siny,
cos(x +y) = cosxcosy F sinxsiny,

fir z,y € R.

Losung: Es gilt, dass
sinz = Ime'™, cosx = Ree',

fir x € R. Damit berechnen wir

sin(z +y) = Im ™) = Im e = Tm e'* Reet? + Re e Im e*¥

= sinx cosy + cosxsiny,
und

cos(x £y) = Reel™¥) = Ree?e™™ = Ree'® Ree®™™ — Im e Tm

= cosx cosy F sinxsiny.

Publiziert am 21. Februar.
Einzureichen am 28. Februar.
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