Prof. Dr. P. S. Jossen Frithlingssemester 2018 ETH Ziirich

M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH

Serie 10

Aufgabe 10.1 Einige Fourierintegrale

(10.1a) Berechnen Sie die Fouriertransformation in den folgenden zwei Fillen:

1. Seia > 0 und

Ft) = {a—|t| fiir [t| < a,

0 sonst.

1. Seia > 0und

f(t) = el
Losung:
1. Wir setzen in die Definition der Fouriertransformation ein und haben

fls) = / f(t)e ™ dt = / (a—|t)e ™ dt =a- / e st dt — / |t|e~t dt.

Betrachten wir nun den ersten Summanden, so gilt

a
_ a
a - e ist dt — — ¢ ist
—a —1S

fiir s # 0. Der zweite Summand wird durch ein Symmetrieargument berechnet. Wir haben

nidmlich
a ) a a t . a 1 a

/ |t\e_‘$tdt:2-/ t cos(st) dt:2ReU te‘“dt} :2Re{,—elst — .—-/ elstdt}
—a 0 0 is |, is Jp

“] _ 2asin(as) N 2cos(as) 2

a ] 1 .
20 €% —e7%  2asin(as)

s 2i s ’

—a

. 1 .
= 2Re [gelas + _elst _“

is 52

2 27
0 S S S

fiir s # 0. Setzen wir diese beiden Resultate zusammen so haben wir

Fls) = 2(1 — cos(as))7

fiir s # 0. Ist s = 0, so gilt
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Bemerkung: Wir wollen das Symmetrieargument aus obiger Aufgabe noch einmal genau
aufschreiben. Es gilt

/ Z|t|e_i“ dt — /0 ] (cos(st) + isin(st)) dt + / Z|t|(cos(st) + isin(st)) dt
_ /0a|t|(cos(st) +isin(st)) dt + /Oa|t|(cos(—st) + isin(—st)) dt
_ /O "Jt](cos(st) + isin(st)) dt + /O "] (cos(st) — i sin(st)) dt
_9 /0 "t cos(st) dt,

wobei wir in Schritt zwei die Substitution ¢ — —t verwendet haben.

ii. Diese Aufgabe gleicht einem Beispiel aus der Vorlesung sehr. Wir haben
Fo = [ sear= [~ et
Mit demselben Symmetrieargument wie eben, erhalten wir
f(s) =2- /00 e " cos(st)dt = 2Re [/OO plis—a)t dt] = 2Re { 1 e(is—a)t}
0 0

is—a
}:2Re{a+18:| _ 2a

o

0

a—1S8

= 2Re )
{ a? + s2 a? + s2

(10.1b) Berechnen Sie die Fouriertransformation von

f(t) = e
Benutzen Sie dazu den Satz von Cauchy und den Weg ~y aus der Abbildung 10.1.

Hinweis: Sie miissen im Exponenten des Integranden quadratisch ergénzen.

R+ : R+

2

Abbildung 10.1: Der Weg ~.
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Losung: Wir beginnen damit in die Definition der Fouriertransformation einzusetzen. Es gilt

fls) = /_ Z flt)e st dt = /_ : e~ g1,

Wir haben nun durch quadratisches Ergéinzen
. 2 2
2 . 18 S
it +1st:7r<t+—> + —.
2m
Also

Nun konnen wir uns voll auf das Integral im obigen Ausdruck konzentrieren. Wir benutzen die
Wegstiicke

Y(t) := 2Rt — R, 7(t) =R+ —Wt,
is ‘ is is

t):=—-2Rt+ R : —
72() + +27T7 o +27T7

und den Weg v = g * 71 * 72 * 3 aus Abbildung 10.1. Laut dem Satz von Cauchy und der
Holomorphie von f(z) gilt

/f(Z) dz = /e‘”? dz = 0. (10.1.1)
vy vy

Ausserdem haben wir

/71 f(z)dz

wobei /(7)) die Lange des Wegstiickes -y, beschreibt. Auf genau die gleiche Art und Weise zeigt

man
Iﬂ%l_{lgo/73 f(z)dz = 0.

lim
R—o0

S
o _ s
< lim £(m) t?ﬁ}ﬁ’f(%(t))‘ 5, Alm e

Es folgt nun aus (10.1.1), dass

[e’e) 1512 R 512 R ) fe'e) )
/ e_”<t+ﬁ> dt = lim e_“(Hﬂ) dt = lim e ™ dt:/ e ™ dt = 1.
S R—o00 R R—o0 R o
Also gilt

Fls) = e7iv.

Bemerkung: Wir nutzen in dieser Rechnung die Identitit

/ e ™ dr = 1

aus. Diese ldsst sich ganz elegant durch einen Trick zeigen. Wir rechnen

00 2 0o o0 oo [e.o]
(/ e dx) = / o™ dz - / e dy = / / T dz dy.
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Nun transformieren wir in Polarkoordinaten und erhalten

</ e ™ dx) / / e dr dp =27 - / e ™ dr.
NS 0

Es bleibt die Substitution s := 772 zu verwenden. Wir haben damit

0o 2 1S9 ds 00
(/ o~ dx) =21 - / e r— = / e *ds=1.

(10.1¢) Berechnen Sie die Fouriertransformation von
f(t) ="

erneut. Benutzen Sie diesesmal eine geeignete Substitution.

Losung: Wie in der vorhergegangenen Aufgabe haben wir

fA(s) = e_é / e_”(l“r%)2 dt.

[e.e]

Wir substituieren 7 := ¢ + und erhalten damit

—~ 2 o0 ; 2 o0 2
f(s) = e_ZTr . / e_ﬂ—(t—i_%) dt = e_ZTr . / e_ﬂ"—2 dr = 6_27'
—00 —00

Diese Rechnung ist also wesentlich kiirzer als die obere mit dem Satz von Cauchy.

(10.1d) Benutzen Sie die Eigenschaften der Fouriertransformation, welche Sie aus der Vorle-
sung kennen, um die Fouriertransformation von

Fl1) = g e T
= - e 20

vV 2mo?
zu berechnen, wobei ;1 € Rund o > 0.

Losung: Hier verwenden wir die Eigenschaften
(f(t —a))(s) = e " f(s)
und )
~/S
oo =276,
(Flaty(s) ==~ (2
mit ¢ > 0. Sei also g(t) := e~™, dann gilt

1 (t—w)? 1 t—
f(t) = o = g :
vV 2mo? V2mo? V2mo?

Wir wollen die obigen Eigenschaften Schritt fiir Schritt anwenden. Also sei h(t) = g¢( \/2’;7)
damit

~ e ius ~

1 L e

in einem ersten Schritt. Im zweiten Schritt rechnen wir

o = ) = S (o ) ) = e (Vo).

V2mo? V2mo? V2ro?
Aus dem Resultat der vorhergegangenen Aufgaben, folgt schliesslich

~ 242

f(s) = e #se™2,
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Aufgabe 10.2 Die Wellengleichung

Die Wellengleichung ist eine partielle Differentialgleichung, welche die Ausbreitung einer Welle
in einem Medium beschreibt. Sie ist gegeben durch

0? 0?
—u(z,t) = @u(x,t), xr€e€R, t>0, (10.2.1)

wobei u : R x Ry — R. Typischerweise versehen wir die Wellengleichung mit Anfangsbedin-
gungen

0
u(z,0) = f(z) und Eu(m, 0) =0, r €R. (10.2.2)
Die Anfangsbedingungen (10.2.2) kodieren, dass u zur Zeit ¢ = 0 die Form f hat und in Ruhe ist.

(10.2a) Zeigen Sie, dass eine Losung u der Wellengleichung (10.2.1) mit Anfangsbedingungen
(10.2.2) die Eigenschaft hat, dass ihre Fouriertransformation

u(é,t) = /00 u(z,t)e " da, £ eR,

die gewohnliche Differentialgleichung

> ~
SEE ) ==,  LeR >0,

mit Anfangsbedingungen

~

A0 =F©) wd Jar0)=0, ceR

erfiillt.

Losung: Hier brauchen wir nur die Eigenschaften der Fouriertransformation aus der Vorlesung
anzuwenden. Definieren wir also g;(z) := wu(z, t) und betrachten

/oo a—Zu(a:,t)e_”Cg dz = /00 a—iu(a:,t)e_i”Cg dr = <g§2)>A(5) = —52@(5)-

[e'S) at2 —00 ox
Dann gilt
0% > 0 —izt 2~ 2~
ﬁu(éﬂ t) = @U(I, t)e dz = —¢ gt(&) == u<§a t)'

Auserdem gilt natiirlich auch

o~

u(&,0) = /00 u(x,())e_ixg dz = /00 f(x)e_iw5 dz = f(§)

[e.o]

und
oo

. 0 .
u(z, t)e ™ dx = / au(az, 0)e ¢ dz = 0.

—0o0

ot

< 9
(e, t) = / 2z
- Lot

t=0
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(10.2b) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe (10.2a), dass die Fouriertransformation von u gege-
ben ist durch

(1) = f(§)cos(ét),  EER, t>0.
Losung: Sei he(t) := u(, t). Dann gilt laut Aufgabe (10.2a)

h () + €2 - he(t) = 0.
Das charakteristische Polynom dieser gewohnlichen Differentialgleichung ist
N+ =0
und hat somit die Nullstellen A, = +i&. Es lassen sich also a, b € C finden, sodass
he(t) = asin(&t) + beos(Et).

Setzen wir nun in die Anfangsbedingungen

-~

he(0) = F(€) und  H(0) =0
ein, so erhalten wir R
=f(§) und a=0.
Damit gilt also

U, t) = he(t) = F(€) cos(Et).

(10.2¢) Benutzen Sie die Eigenschaften der Fouriertransformation aus der Vorlesung zusammen
mit einer Fouriertabelle, um zu schliessen, dass

u(z,t) = (f *T))( / FTx —y)dy, z€R,t>0, (10.2.3)

wobel
d(x—1t)+0(x+1)

Ly(x) = 5

Hinweis: 0 beschreibt die Delta Distribution, welche durch die Eigenschaft
| sty = o)

Losung: Benutzen wir eine Fouriertabelle (mit der richtigen Normierung), so erhalten wir

o [ costeneerag = 2EEOEATED g

definiert ist.

Erinnern wir uns nun noch daran, dass

gilt, dann sehen wir sofort

aufgrund der Fourierinversion.
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(10.2d) [Bonus] Aus (10.2.3) folgt

WEPI (LEUES ()

Benutzen Sie Thre Lieblingsprogrammiersprache (oder Stift und Papier), um u zu zeichnen fiir
verschiedene ¢ > 0 und

2

flz):=eT.
Losung: Wir benutzen folgendes Pythonmodul.
numpy np
matplotlib.pyplot plt
matplotlib.animation animation
dt = 0.05
tt = np. (0, 8, dt)
fig = plt. ()
ax = fig. (111, autoscale_on=False, xlim=(-6, 6), ylim=(-0.3, 1.3))
ax. ()
line, = ax. (1, 11, lw=2)
time_template =
time_text = ax. (0.05, 0.9, , transform=ax.transAxes)
(%)
np. (— np.pixx**2)
0:
line. (1, 11

time_text. ")
line, time_text

X = np. (-6, 6, 1000)

y = ( (x — 1xdt) + (x + 1i*dt)) /2
line. (x, y)

time_text. (time_template % (ixdt))

line, time_text

anim = animation. (fig, , np. (1, (tt)),
interval=25, blit=True, init_func= )
plt. 0

Damit erhalten wir eine Animation unserer Losung. Die resultierende Animation finden Sie auf
der Vorlesungshomepage.

Aufgabe 10.3 Einige Faltungsintegrale

Berechnen Sie die Faltung

U*m@%=/wfﬁw@—ﬂdﬂ LeR,

in den folgenden zwei Fillen:
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https://metaphor.ethz.ch/x/2018/fs/401-0302-10L/

i. Seien

t fallsO<t<1,
1 falls0 <t <1,
f(t) = und g(t):=<1 falls1l<t<2,
0 sonst,
0 sonst.
1. Seien
1 falls0<t <1, et fallst > 0,
f(t) = und g(t) =
0 sonst, 0 sonst.
Losung:

1. Da die Funktionen iiber eine Fallunterscheidung definiert sind, behandeln wir die Rechnung
auch als Fallunterscheidung. Es macht dabei Sinn sich Bilder fiir die einzelnen Fille auf ein
Papier zu zeichnen.

[t < 0] Hier gilt
f(r)glt—7)=0, 7€R,

und somit (f x g)(t) = 0.
[0 <t < 1] Hier gilt

0 falls 7 < 0,
firglt—r)=<t—7 falls0 <7<t
0 fallst < T,

und deswegen (f * g)(t) = £.
[1 <t < 2] Hier gilt

0 falls 7 < 0,

1 falls0 <7 <t—1,
T)gt—17) = -
SIS =0 st —1<r <1,
0 falls1 < 7,

und deswegen (f x g)(t) =2t — 1 — %
[2 <t < 3] Hier gilt

0 fallsT7<t—2,
f(r)glt—7)=<1 fallst—2<r7<1,
0 fallsl1l <7,

und deswegen (f x g)(t) =3 —t.

[3 < t] Hier gilt
f(r)glt—7)=0, 1€R,

und somit (f x g)(t) = 0.
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Setzen wir nun alle Félle zusammen, so haben wir

0 fallst < 0,

£ falls 0 <t < 1,
(frg)t)=<2t—1-L falls1<t<2

3—t falls 2 < t < 3,

0 falls 3 < t.

ii. Wir betrachten erneut verschiedene Fille.
[t < 0] Hier gilt
f(r)g(t—7)=0, T € R,
und somit (f % g)(t) = 0.
[0 <t < 1] Hier gilt

0 falls 7 < 0,
f(r)glt—71)=qe™ " falls0 <71 <t
fallst <,

und somit (f x g)(t) =1 —e".
[1 < t] Hier gilt
0 falls 7 < 0,
f(M)glt—71)=<cet falls0 <7 <1,
0 fallst < 7,
und somit (f * g)(t) = et —e™".

Setzen wir nun alle Félle zusammen, so haben wir

0 falls t <0,
(frxg)t)=q1—e falls 0 <t < 1,
el=t —e7t falls1 <t

Aufgabe 10.4 Eigenschaften der Fouriertransformation

In dieser Aufgabe wollen wir einige Transformationen betrachten, welche aus einer friiheren
Ubung bereits bekannt sein konnten. Sei dazu a € R und definiere die Translation um a durch

T.f(t) .= f(t —a), t €R,
wobei f : R — C eine Funktion ist. Definiere weiterhing die Modulation durch
M f(t) := f(t)e", teR.

Im Folgenden sind f, g : R — C und f * g absolut integrierbare Funktionen
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(10.4a) Zeigen Sie, dass N
(Taf)(s) =M_af(s)
gilt.

Losung: Wir setzen direkt in die Definition der Fouriertransformation ein und erhalten
7 = [ Tpe = [ je—ajeae= [ ferar
e [ et = e fls) = ML),

mit der Substitution { = 7 + a.

(10.4b) Zeigen Sie, dass R
(Maf)/\(s> - Taf(s)

gilt.

Losung: Wir setzen direkt in die Definition der Fouriertransformation ein und erhalten

/ M f —lst dt / f 1at —lst dt / f —1 s§— a t

= f(s —a) = Tuf(s

(10.4c) Zeigen Sie, dass

~

(f xg)(s) = f(s) - G(s),
gilt.

Losung: Mit der Definition der Faltung und der Fouriertransformation haben wir

(f*g)A(S)Z/_oo(f*g e dt = //f g(t —7)e ®tdrde.

Vertauschen wir nun die Reihenfolge der Integration (wenn f * g absolut integrabel ist, so ist dies
moglich), dann erhalten wir

(f*g)( / / f(r)g(t —1)e lstdtdr_/ f(r /_:g(t—T)e_iStdth
= /_Oo f(r)e . /_OO g(t —7)e ¥ dtdr = /_C: f(r)e ™. g(s)dr
f(s)-g

Publiziert am 09. Mai.
Einzureichen am 16. Mai.
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