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M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH

Serie 12

Aufgabe 12.1 Laplacetransformationen Berechnen - I11

Finden Sie die Laplacetransformation der folgenden Funktionen:

ii.

1il.

0 wennO <t <6,
f(t) =
3 wennb6 <t.

3 wenn(0 <t <5,
f(t):=410 wenn5 <t <8,
0 wenn8 < ¢t.

(1) = 0 wenn 0 <t < 3,
"~ | 6sin(t —3) wenn3 <.
1v.
() = 4 wenn 0 <t < 2,
T l4+5(t—2)e"? wenn2 <t
Losung:

1.

1l

Bei dieser Funktion konnen wir einfach direkt in die Definition der Laplacetransformation
einsetzen. Wir erhalten

o0 3e~0s
6

L[f](s) = /OOO ft)e s dt = 3-/ et dt = ,

S
wenn Re s > 0.

Auch hier braucht man nur in die Definition einzusetzen und erhélt

L’[f](s):/ooof(t)eStdt:?;-/oseStdt+10-/:e5tdt
_ 3

1—e™) N 10(e™ —e %) 3+ Te > —10e” %
s s B s

Y

wenn Re s > 0.
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iii. Hier macht es Sinn erst einmal die Laplacetransformation des Sinus auszurechnen. Wir er-
halten

L[sin](s) = / sin(t)e " dt = l : / (e —e e~ dt
0 21 Jo

1 o o
=5 ( / =9t qt — / e_(1+s)tdt>
2i 0 0
B 1 1 1 B 1
T2 \s—i s+i) 241

wenn Re s > 0. Nun brauchen wir nur noch die Substitution 7 = ¢t — 3 anzuwenden, um

L[f](s) = /OOO ft)e™tdt =6- /:O sin(t — 3)e " dt =6 - /OOO sin(7)e=**+ dr
6e—35

= 6e % . L[sin](s) = 2]

zu sehen.

iv. Wir berechnen
£IA6) = [ reedt
0
2 oo o]
=4 / e dt +4- / e dt+5- / (t —2)e' e dt
0 2 2

=4. / e Stdt+5- / reTe (T2 qr
0 0

4
= — +5e > L[te'](s),
s
wobei wir die Transformation 7 = ¢ — 2 verwendet haben. In der letzten Ubung hatten
wir die Laplacetransformation der Exponentialfunktion berechnet. Wenden wir dies nun an,
zusammen mit dem Multiplikationssatz aus der Vorlesung, so haben wir

d d 1 1

£ite)(s) = ~ 3£ = ~ 5777 = o

wenn Re s > 1. Setzen wir dies in die obige Rechnung ein, dann erhalten wir

£ = 5 + o

Aufgabe 12.2 Laplaceriicktransformation und Faltung

(12.2a) Bestimmen Sie die Originalfunktionen der folgenden Laplacetransformierten

1
s2(s2 + a?)’

fls) =

Benutzen Sie dazu eine Partialbruchzerlegung.
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Losung: Fiir die Partialbruchzerlegung benutzen wir den Ansatz
1 A B

2(s2+a?)  s2 T3 +a?
Man sieht dann entweder durch geniigend langes Hinsehen oder durch Ausrechnen von A und B
aus dem Gleichungssystem

A+ B =0, a’-A=1,
dass
1 1 1 1
Dank der Linearitidt der Laplacetransformation und dem Satz von Lerch (Eindeutigkeit der inver-
sen Laplacetransformation) gilt also

0 = - (e 5|0 - ] o)

s2 + a?

& (e Eo-b e o)

Nun ist der Punkt gekommen an dem es Sinn macht eine gute Laplacetransformationstabelle zu
benutzen. Wir sehen dann namlich, dass

c—lL—ﬂ(t):t, c—l{ a }(t):sin(at).

s2 + a?

Setzen wir dies oben in unsere Rechnung ein so erhalten wir

R ]

a a

(12.2b) Bestimmen Sie erneut die Originalfunktionen der folgenden Laplacetransformierten
1
)
Benutzen Sie diesesmal den Faltungssatz aus der Vorlesung.
Losung: Um den Faltungssatz anzuwenden, teilen wir unsere Funktion nicht in eine Summe auf,
sondern in eine Multiplikation. Wir haben
1 1 1 1 1 a

s2(s2+a?) 2 s2+a? a s s2+a?

In Aufgabe (12.2a) hatten wir gesehen, dass

L’l{é}(t)—t, .cl{ a 1(t)—sin(at)

s2 + a?

gilt. Sind fo(t) = t und f;(t) = sin(at) die beiden obigen Originalfunktionen, so gilt laut dem
Faltungssatz, dass

(s )0 = - [ (t=7)sin(ar) ar

(),
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Fiir das zweite Integral benutzen wir partielle Integration und sehen

T

t
/ Tsin(ar)dr = —— cos(ar)
0

a

t 1 [ t t) 1
+ - / cos(at)dr = _teos(at) + — sin(at).
o a Jp a a

Setzen wir dies in die obige Rechnung ein, so folgt

(12.2¢) Bestimmen Sie die Originalfunktionen der folgenden Laplacetransformierten

—25%>4+18s — 3
f(s) = §3 — 52 —8s+ 12

durch eine Methode Threr Wahl.

Losung: Wir wollen hier die Variante mit der Partialbruchzerlegung zeigen. Man kann aller-
dings auch den Faltungssatz anwenden. Auf beiden Wegen beginnt man damit eine Nullstelle des
Nenners zu erraten. Wir erraten sy = 2 und benutzen eine Polynomidivision, um den Nenner zu
faktorisieren. Damit erhalten wir

53 —32—8$+12:(s—2)(52—|—5—6).

— 53 4 252
5?2 — 8s
— 524+ 2s
— 65+ 12
6s — 12
0

Laut dem Satz von Vieta gilt ausserdem
s +s5—6=(s—2)(s+3)
und somit ldsst sich der Nenner zu
§* — s —8s+ 12 = (s —2)*(s +3)
zerlegen. Wir machen nun den Ansatz

—2s*4+18s—3 A n B n C
3 —52-8s+12 s—2 (5—2)2 s5+3

fiir die Polynomidivision. Damit ergibt sich das lineare Gleichungssystem

A+ C = -2, A+ B —4C = 18, —6A+ 3B+ 4C = -3.
Lost man dieses System, so erhdlt man A = 1, B = 5 und C' = —3, sodass
—25% + 185 — 3 1 5 3

53—32—83+12:5—2+(s—2)2_5+3
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gilt. Mit einer guten Laplacetabelle sieht man nun, dass

£ L ! 2] (6=, £ {(S _12)2] (1) = te2, £ L i 3} (1) = o,

Mit der Partialbruchzerlegung, welche wir oben berechnet haben, dem Satz von Lerch und der
Linearitét der Laplacetransformation folgt nun

L7f)(t) = e* + 5te* — 3e™.

Aufgabe 12.3 Satz von Bromwich und Residuensatz

Sei L[f] die Laplacetransformation einer Originalfunktion f. Liegen alle Singularititen von L[ f]
zur Linken des Weges v : R — C, v(t) := A +1it, mit A € R, so gilt laut dem Satz von Bromwich,
dass

flt) = —- /ﬁ[f](s)e“ ds, t> 0.

~

(12.3a) Sein € Nund n > 2. Benutzen Sie den Satz von Bromwich und den Residuensatz
angewandt auf den Weg v in Abbildung 12.1, um zu zeigen, dass

L tnfl
~1rg=n] () —
70 = Gy
gilt.
+iR
1R/"_'€ !
R—«¢ € R
\E—iR

Abbildung 12.1: Der Weg vy, fiir Aufgabe (12.3a).

Serie 12 Seite 5 Aufgabe 12.3



Losung: Der Weg '7R ldsst sich in die zwei Teile 71(2 : [-R,R] — C, 7 O(t) = ¢ +it, und

(1) :[0,1] = C, ’7R ( ) = € + iRe'™, zerlegen. Laut dem Satz von Bromwich gilt dann

1
lim — / s"etds = L7 s7"(t).
"

R—o0 271

Ausserdem konnen wir abschitzen

/ —-n st dS
o

Dan > 2ist, folgt, dass der obige Term gegen null konvergiert, wenn R gegen unendlich tendiert.
Also folgt, dass

Re~(t)t €

e [§

(R—e™

< 7R - max <7R-

1] [y (t)]

n

R—oo 271

L7s™(t) = lim i/ s e ds.
TR

Letzteres Integral berechnen wir mit dem Residuensatz. Die einzige Singularitit des Integranden,
welche durch v eingeschlossen wird, liegt an sy = 0. Wir berechnen

0 k n—2 n—1 n
777, st ) t ]' 3 1 t_
% k! (n—2)! 82+(n—1)!s+n!+”'
Damit gilt
tn_l
Res( o St,O) =

und deswegen

laut dem Residuensatz.

(12.3b) [Bonus] Benutzen Sie den Satz von Bromwich und den Satz von Cauchy angewandt
auf den Weg vy in Abbildung 12.2, um zu zeigen, dass

o~

gilt.

Hinweis: Das Integral iiber 7z muss in ein Integral iiber sechs Teilstiicke aufgetrennt werden.
Man kann zeigen, dass drei dieser Integrale verschwinden, wenn man geeignete Grenzwerte bil-
det. Fiir die beiden Integrale iiber die Kreissektoren mit Radius R, ldsst man R gegen unendlich
gehen und benutzt die bekannte Abschitzung sin(wt) > 2t, t € [0,1/2]. Fiir das Integral iiber
den Kreissektor mit Radius e, ldsst man € gegen Null gehen. Die restlichen Integrale verschwin-
den nicht. Beachten Sie jedoch die Unstetigkeit der komplexen Wurzelfunktion auf der Achse
C\ (—o0, 0]. Wir arbeiten hier mit dem Hauptzweig der komplexen Wurzelfunktion.
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Abbildung 12.2: Der Weg vy, fiir Aufgabe (12.3b).

Losung: Wie in der Aufgabe bevor lésst sich der Weg ~r aufteilen. Hier brauchen wir nun
allerdings sechs Teilstiicke. Das erste Stiick wird durch 7,(% : [-R,R] — C, fyR ( ) = 0 +it,
parametrisiert und erfiillt laut dem Satz von Bromwich

1
Ii st — -1 )
D, N \/_ o ds=L { ]<t)

Zwei weitere Teilstiicke sind gegeben durch fyg) : [0, tgix] — C, fy}(%l)(t) = 0 — R(sin(wt) —
icos(mt)), und 7+ [t 1] = C, 4\ (¢) = 6 — R(sin(nt) — icos(nt)), mit thi € (0,1/2)

und t%) € (1/2,1). Die Integrale iiber diese beiden Wege werden verschwinden. Man muss
dafiir allerdings relativ vorsichtig argumentieren. Wir betrachten nur 7](%1), da die Rechnung fiir

71(%5) analog verlduft. Wir haben

el

max

(1)
1 " /tmax 1 R (1) (1)
—e®ds| < = eRer (0t Yh (t)’ St—Rtsin(mt) g4
/W@ Vs 0 R \/—
TR’ (t)
(1)
< 7TR . /trrlax e(St—QRt dt _ 7TR ) 1 (e(stggx_2Rt§ﬂlgx _ 1)
“VR-=6 Jo vVR—6 0—2R ’

wobei wir im dritten Schritt die bekannte Ungleichung sin(7t) > 2t¢, t € [0,1/2], angewandt
haben. Wenn R gegen unendlich tendiert, so konvergiert der letzte Term in der obigen Rechnung

gegen Null. Damit verschwinden also die Integrale iiber fyg) und 7,(?. Wir betrachten als néchstes

das Integral iiber das Wegstiick 7 : [t&) t$0] — C,7$ (1) = ee™™, mit 1) € (1, -1/2)
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und 4 € (1/2,1). Es gilt

1 t
—e%td
/ys)\/ge S

Re 'y}?(t)t

e 2eme”

< 2em-  max

tet® 18, 3 Ve
el [ o)

min

Letzterer Term konvergiert gegen Null, wenn e gegen Null tendiert. Als letztes betrachten wir die
Integrale iiber die beiden geraden Wegstiicke in der linken Halbebene. Wenn ¢ gegen Null und R
gegen unendlich geht, so geht das Integral in der oberen Halbebene gegen

/ J/5em/2 e~ ds = 272 / “e "t dr = —2i- / et dr = —i- / e "t dr
0 selm 0 r 0 -

= —i Z . / eiTrUQ du =—i Ea
t ) /

wobei wir im ersten Schritt die Substitution s = r? benutzt haben und im vierten Schritt die
Substitution 7 = /7 /t-r verwenden. Beachten Sie auch, dass wir lim_,o+ v/—s + i€ = 1/5-¢"/2,
fiir s > 0, verwendet haben. Das Integral in der unteren Halbebene tendiert gegen

wenn € gegen Null und R gegen unendlich geht. Hier haben wir nun lim,_,o+ v/—$ — i€ = /s -
e ™/2_fiir s > 0, verwendet. Nun konnen wir alle unsere Berechnungen zusammensetzen und
erhalten

1 1 1 1 T 1
L —=|() = lim — - —eds = — - 2iy/ -~ = —
L/E]( ) Rosoo 27 NQ \/Ee = 1\/; Nz
dank dem Satz von Cauchy und weil unser Integrand keine Singularitit in dem von x einge-
schlossenen Gebiet hat.
Aufgabe 12.4 Zwei Differentialgleichungen

(12.4a) Losen Sie folgende Differentialgleichung mit Hilfe der Laplacetransformation:

gt +yt)=e, t>0,  y(0)=1.

Losung: Sei Y(s) := L[y](s). Laut dem Differentiationssatz aus der Vorlesung gilt L[y|(s) =
s-Y(s) —y(0) und damit
1

s—1°

s-Y(s)—1+Y(s) =

Also auch
1 1 1 1 s

(3—1)(5+1)+3+1:sz—1+s+1:sz—1'

Nun benutzen wir eine Laplacetransformationstabelle und sehen, dass

y(t) = cosh(t).

Y(s) =
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(12.4b) Losen Sie folgende Differentialgleichung mit Hilfe der Laplacetransformation:

i) —gt) —2y(t) =48, t>0,

Losung: Sei erneut Y'(s) := L[y|(s). Der Differentiationssatz zweimal angewendet besagt

L[j)(s) = sLIj)(s) — §(0) = s*Ly](s) — sy(0) — §(0).

In unserem Falle gilt also

2
s?Y(s) —s—4—sY(s) +1—2Y(s) :4-5.

Damit berechnen wir fiir Y (s) die Gleichung

¥(s) = s'+3s°+8  sT+3s748
(2 —5—2) S3(s—2)(s+1)

Nun machen wir den Ansatz

s*+3s2+8 _A32+Bs+C’+ D E

$3(s—2)(s+1) s3 3—2+s—|—1

fiir die Partialbruchzerlegung. Damit erhalten wir das lineare Gleichungssystem

A+D+E=1 -A+B+D-2E=3,
—2A-B+C=0, -2B-C=0, -20=35,

mitder Losung A = -3, B=2,C = —4,D =2, E = 2. Also gilt

—3s2+2s—4 2 2
Y = .
(5) 53 +s—2+s+1

Wir benutzen nun eine Riicktransformationstabelle, um zu sehen, dass

y(t) = —3 + 2t — 2% + 2e* + 2¢7".

Publiziert am 23. Mai.
Einzureichen am 30. Mai.
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