Prof. Dr. P. S. Jossen Frithlingssemester 2018 ETH Ziirich

M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH
Serie 3

Aufgabe 3.1 Einschreibung in Echo

Wichtig: Bitte schreiben Sie sich auf echo.ethz.ch in die Ubungsstunde, welche Sie auch be-
suchen, ein! Dies bedeutet, dass Sie sich eventuell aus einer Ubungsstunde ausschreiben miissen,
die Sie nicht besuchen.

Hinweis: Das Umschreiben in die korrekte Ubungsstunde hilft uns dabei den Assistierenden
friihzeitig mitzuteilen, sollte niemand in ihre Stunden kommen, und die Rdaume der ETH wieder
freizugeben.

Aufgabe 3.2 R-Linearitit und C-Linearitit

(3.2a) Betrachten Sie die Einheitsvektoren

o) ()

des C2. Zeigen Sie, dass B := {ey, e,,ie;, ie, } eine R-Basis von C? bildet.

Losung: Wir zeigen, dass B ein minimales Erzeugendensystem fiir C? ist. Sei dazu z € C?
beliebig. Dann lisst sich z schreiben als

7 — Z1 _ T + 1y1
22 Ty +iys)’
wobei 1, T2, Y1, Y2 € R. Insbesondere gilt also

Z = T1€q + To€9 + yliel + ygiez

und B ist ein Erzeugendensystem. Wir konnen uns auch davon iiberzeugen, dass wir keinen Vek-
tor aus B entfernen konnen, ohne dass dabei die erzeugende Eigenschaft von B verloren geht.
Benutzen wir das Symbol span um die lineare Hiille einer Menge von Vektoren zu beschreiben,
so gilt ndmlich

span(B\ {e1}) = iR x C, span(B \ {e2}) = C x iR,
span(B \ {ie;}) = R x C, span(B\ {ies}) = C x R.

Damit ist B3 also ein minimales Erzeugendensystem von C? und somit eine Basis.
(3.2b) Betrachte nun eine Matrix

a1; a2 Q13 Aaiq
Q21 Q22 G23 A24
AL = € R4X4.
31 Aagzz (33 A34
Qg1 Qg2 Q43 QA4g4q
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Die Matrix A7, beschreibt eine R-lineare Abbildung L : C? — C? in der Basis B := {ej, s, ie;, ie,}.
Was muss fiir ihre Koeffizientent a;;, i, j = 1, 2, 3, 4, gelten damit L auch C-linear ist?

Losung: In der Vorlesung hatten wir gesehen, dass R-lineare Abbildungen L : C2 — C? welche
L(ie;) =1i- L(ey) und L(ies) = i- L(ey) erfiillen auch C-linear sein miissen. Daraus folgen die
Bedingungen

ais a11 —asy Q14 —asg
Q23 | i 21 | | —aa Q24 | | —Q42
- - b - )
ass3 a3 11 34 Q12
43 Q41 a21 Q44 22
wobeil wir
X1
. i) . . .
1- y =1- (.73181 + x9€9 + Yy11€e; + y21e2)8
1
Y2
—Y1
_ : . ] Y2
= (—y1e1 — y2e2 + x1ie) + oien)g = -
1
X2
benutzt haben. Die Koeffizienten a;;, 7, 7 = 1, 2, 3, 4, miissen also
@13 = —asi, (23 = —A41, ag3 = a1, (43 = Q21,
a14 = —asz2, Q24 = —Q42, a34 = 12, Q44 = A22

erfiillen damit L C-linear ist.

Aufgabe 3.3 Regel von de I’Hospital

Seien f, g : C — C zwei Funktionen, die in einer Umgebung von 2, = 0 differenzierbar sind und
fir die f(0) = ¢g(0) = 0, ¢’(0) # 0 gilt. Dann gilt die Regel von de 1’Hospital

/!
w1 110
=0g(2)  ¢'(0)
Losung: Wir benutzen die Definition der Differenzierbarkeit an 2y = 0 und erhalten
1 /
L fE) ) )

= lim —— = f(0) - .
T L o R TS S e

z

Bemerkung: Die etwas allgemeinere Aussage
Seien f,g : C — C zwei Funktionen, die in einer Umgebung von z, = 0 differen-
zierbar sind, fiir die f(0) = ¢(0) = 0 gilt und der Grenzwert

f'(z)
2—0 g’(z)

existiert. Dann gilt

@ 1)
o)~ )
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lasst sich dhnlich leicht beweisen. Man braucht hierfiir jedoch Konzepte, welche wir in der Vor-
lesung noch nicht eingefiihrt haben.
Aufgabe 3.4 Die Kettenregel

Sei U C C offen und sowohl y : [0, 1] — U, als auch f : U — C differenzierbar. Sei ausserdem
g(t) := f(~(¢)). Leiten Sie die Kettenregel

g't) = (@) - 4(t)
her.

Losung: Wir betrachten ¢, € (0, 1) und

g(t) —g(te) .. f(y(t) = f(v(to))

= ST
iy LO0) = F(3(10))  A(E) = (o)
i=to () — (o) t—to

Da f differenzierbar ist gilt, dass

f'(v(t)) = zii’il(io) z —7(to)

existiert und somit, dass

(1)) = Jim =2

f( (1) = f((to))
t)—(to)
da v stetig ist. Alles in allem folgt
J/(to) = lim f(v%i :ﬁ((:o()to)) . v(tz - tvo(to) = /(o)) - Jim v(ti - tvo(to)
= ['(7(t0)) - (o).

Aufgabe 3.5 Die Cauchy-Riemann Gleichungen
Wir benutzen die Notation

fx+iy) = ur,y) +iv(z,y),  zyekR
Welche der im Folgenden definierten Funktionen sind holomorph?
(3.52) wu(z,y) := 2t — 62%% + yt, v(x,y) := 4oy — day?.

Losung: In all diesen Aufgaben werden wir zeigen, dass die Cauchy—Riemann Gleichungen
erfiillt oder nicht erfiillt sind. Wir verifizieren

0 3 , O
g (@ y) =4 = 12ey” = 5 ()

und

0 B 9 3 0
8—yU($,y)— 1227y +4y° = —5-v(x,y).

Damit folgt, dass f holomorph ist.
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(3.5b)  u(z,y) = 2® — 3wy?, v(z,y) == —32%y + yP.

Losung: Hier rechnen wir

0 o0 , 0
£U($,y> =3z 3y - ayv(‘ray)a

sodass die Cauchy—Riemann Gleichungen nicht erfiillt sind. Also ist f nicht holomorph.

(3.5¢) u(w,y) = sin(z? — y?) cosh(2zy), v(z,y) := — cos(z? — y?) sinh(2zy).

Losung: Zuerst wollen wir sehen, dass

cosh’(z) = 267 = sinh(z)

und
sinh’(z) = S cosh(z)

gilt. Damit rechnen wir nun

§U($= y) = 2z cos(z® — y?) cosh(2xy) + 2y sin(x* — y?) sinh(2zy) = —agv(x, )
Z Y

nach. Also sind die Cauchy—Riemann Gleichungen nicht erfiillt und f ist nicht holomorph.

(3.5d)  u(z,y) = eV cos(2xy), v(x, y) == e V" sin(2xy).

Losung: Wir rechnen direkt, dass
gu(x ) = 2z¢™ Y cos(2xy) — 2ye” Y sin(2zy) = gv(x )

und

0 0
a—yu(x, y) = —2ye” V" cos(2xy) — 2ze” Y sin(2zy) = —%v(x, Y)

gelten. Also sind die Cauchy—Riemann Gleichungen erfiillt und f ist holomorph.
Hinweis: Der Kosinus Hyperbolicus und der Sinus Hyperbolicus sind gegeben durch

cosh(z) = ¢ —i—2e : sinh(z) = %

Aufgabe 3.6 Die Cauchy—Riemann Gleichungen in Polarkoordinaten

Sei f : C — C. Wir konnen f dann in algebraischen Koordinaten als f(z + iy) = u(x,y) +
iv(z, y) oder in Polarkoordinaten als f(re'®) = u(r, ¢)+iv(r, ¢) schreiben. Die Cauchy-Riemann
Gleichungen in algebraischen Koordinaten sind aus der Vorlesung bekannt und lauten

0 0 0
%u(‘ray) - 8_yv(x7y>a a_yu(xay) - _8_$U(x’y)
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Zeigen Sie, dass wenn f die Cauchy—Riemann Gleichungen in algebraischen Koordinaten erfiillt
— also holomorph ist — dann f auch die Cauchy—Riemann Gleichungen in Polarkoordinaten

0 0 0

- 0 -
= a_(bU(T? (b)a 8¢ (7’ ¢) -r- _U(Ta ¢)

or
erfiillt.
Losung: Wir betrachten die Koordinatentransformationen

X =T CoS @, Yy = rsin ¢.

Damit konnen wir u(r, ¢) = u(r cos ¢, rsin ¢) und v(r, ¢) = v(r cos ¢, sin ¢) schreiben. Wir
erhalten dank der Kettenregel

0 - 0 . 0 . .
Eu(r, ) %u(r cos ¢, Tsin @) - cos ¢ + a—yu(r COS ¢, Tsin @) - sin ¢
und
2ﬁ(r o) = —gu(rcosqﬁ sin @) - rsi ng—g (rcos ¢, rsin @) - rcos ¢
960 = 5, , T sin 7 sin ayur , T sin r .
Ebenso folgt, dass
O 5(r.6) = Zov(rcos 6.rsing) - cosp + —u(rcosg.rsing) -sing
5, 0, @) = g-v(rcos,rs cos ayv 7 COS P, TS sin
und
2 5(r,6) =~ -v(rcos g, rsing) - rsing + -o(r cosg,rsing) - rcos 6
36\ = 5, , T sin rsin 8yv 7 cOoS ¢, rsin T COS ¢.
Es folgt jetzt unmittelbar aus der algebraischen Form der Cauchy—Riemann Gleichungen, dass
0 - 0 0 - 0
reg () = %U(h ¢)  und a—qﬁu(ﬁ ) =—r- 5 v(r¢).

Aufgabe 3.7 Das Wirtinger Kalkiil
(3.7a) Sei z = x + iy. Dann gilt

z2+Zz nd z—Z
u _—
2 Y= 79

Tr =

Wenden Sie die Kettenregel auf informelle Art und Weise auf F'(z,y) an, um den Ausdruck

0 1 3 .0

herzuleiten.

Losung: Wir rechnen direkt nach, dass

0 0 z24+Z z2—2Z 0 24z z2—2Z
gzl @y = a—F< 2 2 )_%F( 2 72 )

(Zrew+ilren)

1
2
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(3.7b) Wir definieren den Differentialoperator

0 1 0 L 0

— == | = +i— ).

0z 2 \odx Oy
Zeigen Sie dass, wenn eine Funktion f holomorph ist — also ihr Real- und Imaginirteil die
Cauchy—Riemann Gleichungen erfiillen — dann

0
9z ="

ist.

Losung: Wir rechnen nach, dass

gl tin) =3 (et vin) +ig e+

2 \ 0z
1 /0 ) .0 d
§ . (@U(‘xa y) + 1a_xv(‘r7 y) + la_yu(x7y) - 8_yv($’ y>> =0

gilt.

Bemerkung: Wir nennen % die Wirtinger Ableitung.

Aufgabe 3.8 Einige Wegintegrale

(3.8a) Betrachten Sie den Weg v : [0, 1] — C, welcher den Einheitskreis in C im Uhrzeigersinn
parametrisiert. Berechnen Sie nun

1
—dz, n € 7.
v 2

Losung: Zuallererst wollen wir den Weg v : [0, 1] — R mathematisch genau beschreiben. Wir
definieren dazu (t) := e~2™ und berechnen

F(t) = —2mie ™ = —27iy(t).

Nun betrachten wir n = 1 und rechnen

1 | !
/—dz = / —A(t)dt = —2mi - / dt = —271.
N R o () 0
Ist n # 1, so gilt

1 L 1 I
—dz=/ A(t) dt:—27ri-/ v(t)l_”dt:—Qwi-/ e~ 2mitl=n) q¢
0 0

z" o V(@)

1 ) [e—Qwit(l—n)}l —0

1—n 0

(3.8b) Betrachten Sie die beiden Wege 1,7, : [0, 1] — C, welche in Abbildung 3.1 dargestellt
sind. Berechnen Sie damit die Integrale
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iR iR ¢

: %
71 N v
' 1 R 1 R
(a) (b)
Abbildung 3.1: Die Wege 7 und ~s.
i) fM Re(z) dz, iii) fm 22dz,
ii) [, Re(z)dz, iv) [, 2% dz.

Losung:

i) Wir betrachten den Weg 1 () := ¢ mit 4, (¢) = 1. Damit gilt

/71 Re(z)dz = /01 Re(mn (1)) dt = /Oltdt — %

ii) Wir teilen den Weg v, in drei Teilpfade auf. Zuerst betrachten wir 2 1 (t) := it mit5o () = i.
Dann durchlaufen wir y22(t) := ¢ + i mit §2(t) = 1. Zu guter Letzt benutzen wir noch
Y2,3(t) :=1 41— it mit 4, 3(¢) = —i. Dann gilt

/ Re(z)dz = / Re(z)dz + / Re(z)dz + / Re(z) dz
Y2 V2,1 72,2 72,3
1 1 1
:i~/Re(it)dt+/ Re(t+i)dt—i-/Re(l—l—i—it)dt
0 0 0

1
1
:/ tdt—i= - —i.
0 2
1 1 1
/szz:/ vl(t)th:/ t2dt = .
71 0 0 3

iii) Hier rechnen wir
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iv) Wir berechnen

/z2dz:/ z2dz—i—/ 22d2+/ 22 dz
Y2 Y2,1
1
:'-/ dt+/ (t+i)dt —i- /(1+i—it)2dt
0 0

1 1
= /t%ﬁ+/tﬂan—hﬂ—1/(Luf—mu+w—ﬂm
0 0

1
:/t%ﬁw—l/XLH)—maz——yqu+N—1=<
0 0 3 3

Es ist interessant zu bemerken, dass unsere Rechnungen f% 22dy = fw 2% dz implizieren.
Dies wiirde namlich auch direkt aus dem Satz von Cauchy folgen.

Publiziert am 07. Mirz.
Einzureichen am 14. Marz.
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