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Serie 7

Aufgabe 7.1 Minimumprinzip und Fundamentalsatz der Algebra

(7.1a) Sei 2 C C ein Gebiet und sei f : 2 — C holomorph und nicht konstant. Zeigen Sie,
dass wenn | f| in zy € € ein Minimum hat, dann f(z) = 0.

Losung: Nehmen wir per Widerspruch an, dass f(zo) # 0 gilt. Dann ist g(z) := ﬁ lokal um 2

eine wohldefinierte holomorphe Funktion. Ausserdem hat |g| ein Maximum an 2, und ¢ ist nicht
konstant. Dies ist ein Widerspruch zum Maximumprinzip.

(7.1b)  Schliessen Sie aus Aufgabe (7.1a) den Fundamentalsatz der Algebra: Ein Polynom p €
C|x] des Grades n > 1 mit komplexen Koeffizienten hat mindestens eine Nullstelle.

Losung: Da p ein Polynom vom Grad n > 1 ist gilt

lim [p(2)] = oo
|z]—00

und |p| nimmt sein Minimum in C an. Aus Aufgabe (7.1a) folgt, dass es ein z, € C gibt, welches
p(20) = 0 erfiillt.

Aufgabe 7.2 Wegintegral iiber eine Singularitit
Seien € > 0 und «, ¢ € [0, 27). Betrachten Sie den Weg . : [0, 1] — C, welcher durch

”Ye(t) N ei(at+¢)

gegeben ist und in Abbildung 7.1 dargestellt ist. Sei desweiteren U C C eine offene Umgebung
von zop = Ound f : U\ {0} — C eine holomorphe Funktion mit einem Pol erster Ordnung an z.
Zeigen Sie, dass

e—0

lim/ f(z)dz = a-1-Res(f;0)

gilt.
e

0
Abbildung 7.1: Der Weg ~..
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Losung: Da f holomorph auf U \ {0} ist mit Pol erster Ordnung an 2z, = 0, folgt dass sich f
lokal in eine Laurentreihe entwickeln lédsst

o0

flz) = Z cr2”.

k=-—1

Ist € > 0 nun klein genung, so entspricht f dieser Laurentreihe auf 7. und es bleibt die Integrale
der Monome z*, k € Z, zu berechnen. Ist k& > 0, so folgt

1 1
/ Fde = / Ptk 0t9) ieqel@tH9) qt = jaft! / el(FH1)(at+9) gt
Ye 0 0

6k—i—l

=1 (ei(k+1)(a+¢) — ei(k+1)¢)

)

sodass lim,_,q f% 2% dz = 0. Desweiteren gilt fiir k = —

/ 2tz = ia.
Ye

lim/ f(z)dz=1i-a-a_y =a-i-Res(f;0).

e—0

Also folgt

Aufgabe 7.3 Definite Integrale

(7.3a) Seien a,b > 0. Zeigen Sie die folgenden Identititen:

D[ Ade =1, i) [ S22 4o = 1 (14 ab)e
i) fo 4+1 dz = \/5 iv) fo 2+a dz = 162\/5'
Losung:

1) Wir betrachten hier die klassischen Integrationswege fyl(q), ’yR : [0,1] — R gegeben durch

%Sz)( t) := 2Rt — Rund VR)< t) := Re™. Es gilt dann!

2 2 e’} 2
lim/ : dz:/z—dz:Q«/ 4
R—oo 7(0)264—1 RZG+1 0 Z6+1
R

22 1 mR3 TR3
dz
D 26 +1
0) (1)

< lim —————dt < lim —— =0.
R—oc0 0 ’R6e67r1t_|_1’ R—)ooR6—1
Es bleibt also das Wegintegral unseres Integranden um den geschlossenen Weg 7" * vp
zu berechnen. Wir tun dies mit dem Residuensatz und bemerken dazu, dass unser Integrand
Pole einfacher Ordnung an den rotierten sechsten Einheitswurzeln

und

lim
R—o0

2 = eMV/O+mk/3 k=0,...,5,

Beachte hier, dass f eine gerade Funktion ist!
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hat. Die Residuen an diesen Polen berechnen sich zu

_ 22 . 22(z—z)+ 22 1 (=1)F
Res(f;z¢) = lim (z = 2) - 5= = lim 625 S 62 61

Nur die ersten drei Polstellen zy, z1, 2o liegen in dem von 7}(5) * 71(%1) umrandeten Gebiet,

sodass der Residuensatz impliziert

22 2 1 1 1
2~/ GZ dz-lim/ : dz=27m-(—=— =+ — :I
o 28+1 Roo [0, (1) 26 41 6i 61 6i 3

i1) Wir benutzen die gleichen Integrationswege wie eben und erhalten

lim/ L dz:2-/ L dz
R—oo [ 0 24 41 o 24+1
R

1
/ 1 dz
MO +1

Ausserdem sind die Residuen des Integranden allesamt Pole erster Ordnung und liegen an
den rotierten vierten Einheitswurzeln

wie auch

=0.

lim
R—o0

2, 1= em/AHTk/2 k=0,...,3.
Damit berechnen sich die Residuen also zu

. 1 1
Res(f; 26) = lim (2 — 2) - = = s

Nur die ersten beiden Singularititen des Integranden z, z; liegen in dem von %(g) * fyg)

umrandeten Gebiet, sodass aus dem Residuensatz

1 ; 1 ;
dz = 2mi - (Ze3”1/4 + 169“1/4) = %

2. / 1 dz = lim
0o 24+1 Roo Lo, () 24 + 1
folgt.

iii) Wir betrachten erneut dieselben Integrationswege und benutzen

> cos(az) * cos(az) / * elez
el e Ly el

eiaz o5} elaz
I - de= =4

ei“z‘ < 1 in der oberen Halbebene)

1 TR TR
: ™R TR

Es gilt nun

und (da @ > 0 und somit

/ el(ZZ d <
— 55 d<
VO (2% 4 %)
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Es bleibt also erneut das Wegintegral iiber yg)) * yg) zu berechnen. Die Residuen des Inte-

granden sind Pole zweiter Ordnung und liegen an
20 = lb, 21 = —ib.

Da nur zj in der oberen Halbebene liegt, reicht es

R = (=~ 0710 = iy ()

z—ib z + ib
_ fim ia(z + ib)%ei** - 2(z + ib)el*? _ —|— ab) omab
z—ib (z +ib)* 4ib3

zu berechnen und dann

/OO eiaz eiaz ' (1+ab> b
€

. PR | _C _dr=2ni-
oo (224 02)2 TR O, (22 + b%)? AEHE
™

= ﬁ(l + ab)efab

zu schliessen.
iv) Wir benutzen ein letztes Mal die beiden Integrationswege aus Aufgabe i). Damit erhalten

wir, wie zuvor

I G T2y
; _C dz=9. -
oo 0 (2% + a)? y /0 (224 a)? ‘
und

lim =0.
R—o0

2
z
——dz
/Wg) (22 4+ a)?

Es bleibt erneut die Residuen des Integranden zu berechnen, welcher zwei Pole dritter Ord-

nung an den Stellen
20 = 1\/5, 21 = —1\/5

hat. Wir berechnen

Rest i) = 3+ i (2= Va1 = 5 i (5 7
o [V =326 + VA +iVa)
z=iva (z +iy/a)12

62(= + iVa)’ — 922(z + iy (= + iva)®
G+ iva)®

1
~ 16a+/ai

Laut dem Residuensatz gilt also

[es) 2 22 1 T
7 R T 2 de =2 _ .
/0 (22 +a)? M et 0,0 (2% + a)? coem 16ay/ai  8ar/a
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(7.3b) [Bonus] Benutzen Sie den Residuensatz und den Weg v : [0, 1] — C, welcher in Abbil-
dung 7.2 gegeben ist, um die Identitét

/OO 1 d 27
Z =
0 ZB"‘l 3\/§

Zu zeigen.
iR
Ro2mi/3
. R
R
Abbildung 7.2: Der Weg ~..

Losung: Im Wesentlichen betrachten wir drei Integrationswege 7}(%0), vg), 7}(%2) : [0,1] - C
gegeben durch

fyg)) (t) := Rt, ’yg)(t) .= Re?mt/3, Wg)(t) = — Re>™/3¢ 4 Re?m/3,

Wir betrachten damit drei Wegintegrale und zwar

1 < 1
lim / dz :/ ——dz,
R—oo [0 23 41 o 23+1
R

1
dz
NGy 23 4+1
R

wie auch

1
< lim 2m i dt < lim — 2

li .
1m R—o0 3‘|R362771t_{_1| —Rﬁoog.(Ri%_l)

R—o0

Zu guter Letzt, sei — g) der Weg Vg) riickwérts durchlaufen. Dann gilt
1 1 L :
lim / dz = — lim dz = — lim ————e?m/3 qt
R—oo | 23 41 R—oo | @ 2341 Roo Jo 13 +1
R R

o 341

>~ 1 1 1
dz = ———— - lim dz
/0 23 +1 1 —e?™/3 Rooo /w§§>*w§§>*v§§> 23 +1
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und wir brauchen lediglich den Residuensatz anzuwenden, um unser Integral zu berechnen. Dafiir
sehen wir, dass nur die einfache Singularitit z, = e™/3 innerhalb unseres Integrationsgebietes
liegt. Wir berechnen das Residuum

Res;zg = lim (z — 2 = = —
0 Z—>Zo< 0) 241 322 3em/3

und erhalten damit

/Oo 1 d 2mi 1 2m
0 2 +1 1 — e27i/3  3e27i/3 3\/3

Aufgabe 7.4 Reihenberechnung durch den Residuensatz
(7.4a) Betrachten Sie die Funktion

cos(mz)

f(z) :=mcot(mz) =7 - sin(m2)

und zeigen Sie, dass f die einfachen Polstellen z;, = k, k € Z, hat und dass die Residuen von f
an all diesen Polstellen den Wert eins haben.

Losung: Die Singularititen von f liegen an den Nullstellen von sin(7z), welche genau z;, = k,
k € 7Z, entsprechen. Desweiteren sind all diese Singularititen Polstellen erster Ordnung, da

1

llilllc(z — k) - wcot(nz) = wcos(nk) - 113}16 ()Y =1
Eben diese Rechnung zeigt auch Res(f; k) = 1.
(7.4b) Ziegen Sie, dass f auf dem Rand @)y des Quadrates
Qn = [=(N 4 3), N 3] X i[=(N +3), N + 3],

mit N € N, beschrinkt ist durch eine obere Schranke, welche nicht von N abhingig ist.

Losung: Sei z € JQ)y auf dem Rand des Quadrates (). Es ldsst sich dann zeigen, dass

|e7riz +e—7riz ‘627riz + 1|
=g - .= V<o
‘f(Z)‘ T ’emz _ efmzl T ‘627“2 _ 1’ > 27
Betrachten wir ndmlich die drei Fille
L z=2(N+3)+it,te[-(N+1),N+1],
ii.z=t—(N+ite[-(N+3),N+1]
iil. z=t+(N+3)ite[-(N+1),N+1],
so erhalten wir:
i. Es gilt
11— e 2| e =1 wennt <0,
A=m —m— -<© =7 < 2.
)] |14 e27t| — 1=1 wenn t > 0, -
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ii. Es gilt

|827r1t 27rN+7T+ 1| e27rN+7r+ 1 o™ 4 1
[f)l=m |e2mite2nNtr — 1| = TNt _ 1 =" ar 1 < 2.
iii. Es gilt
|627r1t —2rN—m + 1| 1+ 67271'1\77# 14e ™
|f(2)| =m: |e27r1te—27rN T __ 1| S T 1— e—27rN—7r ST 1—e ™ — 27T'
(7.4c) Zeigen Sie, dass
lim _f(z) dz=0

gilt und folgern Sie aus dem Residuensatz die Identitét
k26
k=1

Hinweis: Die Laurententwicklung des Kotangens um z; = 0 ist gegeben durch

R SR SUNS SP S SRR
cotzg=—-—-2——2"— —2" — ——2"' — ..
z 3 45 945 4725

Losung: Wir schitzen das Integral durch das Maximum des Integranden auf dem Integrations-
pfad mal die Linge des Integrationspfades? ab und erhalten

16 .
QN 2’

Nun benutzen wir den Residuensatz. Dank Aufgabe wissen wir das unser Integrand einfache Pole
an den Stellen z, = k, k # 0, hat. Desweiteren haben wir einen dreifachen Pol an zy = 0. Das
Residuum an zy = 0 berechnet sich durch

WCOt(WZ)_l,(L_W ™, 2 7 7_“‘)

2T
(N +3)2

2

lim < hm 42N +1) - = 0.
N—00

2 2 \7: 73" 457 a5 a1t
2 4
_,3_ T T
=z 3 z 452 .
und hat den Wert —72/3. Die restlichen Residuen sind gegeben durch
oy R fz) 1 1
Res(f(2)/2% k) = lim === = - lim(2 = k) f(2) = 15,

wobei wir Aufgabe (7.4a) benutzt haben. Mit dem Residuensatz folgt nun

N
2 2
f(z)dZ—Qﬂ'l _2_7r_ )
QN z —1 k' 3

Lassen wir nun N gegen unendlich gehen, so folgt
SH
2 A
—~k 6

wie erwiinscht.

’Dies ist ganz im Allgemeinen eine Abschitzung, welche immer mal wieder niitzlich sein kann.
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Aufgabe 7.5 [Bonus] Weitere Reihen

(7.5a) Benutzen Sie Aufgabe 7.4, um die folgenden Reihen zu berechnen. Die Konstante « ist
dabei so gewilhlt, dass die Nenner der Briiche in den Summen niemals verschwinden.

. 00 1 00 1

D) 2kt e i) 2521 mene

.o o0 1 . o0 1

i) Dk o Grar V) D gl g
Losung:

i) Wir betrachten f(z) := 7 cot(7z) und

lim —2]6 (2) dz=0

N—oo BQN VA + a2
mit derselben Abschitzung wie in Aufgabe 7.4. Wir wenden nun den Residuensatz an. Be-
trachten wir ein a € C fiir welches k? + a® # 0, k > 1, so hat unser Integrand Pole erster

Ordnung an den Stellen z,(CO) = k und z(()l) = la, zil) = —ia. Wir berechnen nun die Residuen
2 2V 1) 1 flz) 1 . _ 1
RGS(f(Z)/(Z +a )7k) - ll_rf}c(z - k)zg +a? T2 + a2 ) ll_I)IIIC(Z - k’)f(Z) - ma
wobei wir Aufgabe 7.4 angewandt haben, und
(1)
2, 2,0y - my_f(z) (1) L _ [
Res(f(2)/(z" +a7);2,7") = zl_i%)(z ~ 4 )5 vl f(z7) 'Zl_lle(ll) 2 50
k K k

Es folgt aus dem Residuensatz, dass

fG) 4o (0 i) 1 g~ 2
/aQNZQ—i—azdz_zm'(Qia ~ 2ia +§+z_;k2+a2>'

Geht nun N gegen unendlich, so gilt

i L fg) 17 coshra) 1 _ T ira) -
~k*+a 2ia 2a®> 2a sinh(wa) 24?2 2a a
ii) Erneut haben wir

lim & dz

=0,
N0 Jagy (2 +a)?

und konnen den Residuensatz anwenden. Ist a € C, sodass k + a # 0, fiir £ € Z, so hat
unser Integrand Pole erster Ordnung an den Stellen z,(co) = k und einen Pol zweiter Ordnung

an z() = —q. Die Residuen berechnen sich zu
2.0\ 1 B f(2) _ 1 T B B 1
Res(f(2)/(z +a)% k) = ll_rf}c(z k) (z +a)? - (k+a)? lﬂ(z k)f(z) = (k+a)?’

wobei wir Aufgabe 7.4 angewandt haben, und

Res(f(2)/(z + a)*;—a) = lim f'(z) = f'(—a).

z——a
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Es folgt aus dem Residuensatz, dass

O T P W
/aQN(z+a>2dZ_2 (f( )+§_j(k+a)2>.

Geht nun N gegen unendlich, so gilt

- 1 , 72
k:Z_OO (k+a)? A sin(ra)?’
iii) Erneut haben wir
. f(2)
1 —
Nl—r>noo v (22 =1)? dz=0,

und konnen den Residuensatz anwenden. Unser Integrand hat Pole erster Ordnung an den
Stellen z,(co) = k und einen Pol zweiter Ordnung an 2(") = 1. Die Residuen berechnen sich
zu

O S 1

Res(f(2)/ (2 =15 K) = lim (= B) 515 = Grpe e —PI6) = g

wobei wir Aufgabe 7.4 angewandt haben, und

Res(/(2)/ 2 — 17 5) = 1t 7/2) = T2

Es folgt aus dem Residuensatz, dass

f(z) L (rap & 1
/BQN (22— 1) dz = 27i - (—4 —i—k;N—(zk_l)?).

Geht nun N gegen unendlich, so gilt

i - fy2 . 22
= (2k—1)2 4 d4sin(r/2)2 4
Desweiteren ist
(o] [o¢] 7'('2
; 2k —1)2 Z 2k —12 8

iv) Erneut haben wir

lim f( ) dz =0,
N—oo QN 24
und konnen den Residuensatz anwenden. Unser Integrand hat Pole erster Ordnung an den
Stellen z;, = k, fiir k£ # 0, und einen Pol fiinfter Ordnung an 2z, = 0. Die Residuen berechnen
sich zu . )
Res(f(2)/z% k) = lim(z — k)& = - lim(z = k) f(2) =

Z—k 24 k* 2=k k4
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wenn k # 0, wobei wir Aufgabe 7.4 angewandt haben, und

7T4

Res(f(2)/2"0) = .

dank der Laurentreihenentwicklung des Kotangens. Es folgt aus dem Residuensatz, dass

/(z) dz = 27i - (—W—4+ 3 3)

4
QN <

Geht nun N gegen unendlich, so gilt
kY90
k=1

(7.5b) Konnen Sie auch die Summe

1
k3

WE

b
Il

1

berechnen?

Losung: Auf die obige Art und Weise geht dies tatsdchlich nicht, da

(Z)dz:27ri' Z i:0,

23
oQN 1<|K|<N

laut dem Residuensatz. Wir wissen generell nicht viel iiber die Zahl } "~ k% auch Apéry’s Kon-
stante genannt. So ist zum Beispiel nicht klar, ob sie die Nullstelle eines Polynoms mit ganzzah-
ligen Koeffizienten ist.
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Tipps

Da es moglicherweise keine Ubungsstunde zu diesem Blatt geben wird, folgen nun einige Tipps.
Wer die Aufgaben ohne Tipps 16sen will, kann die folgenden Zeilen iiberlesen.

[Aufgabe 7.1] (a) Der kurze Beweis funktioniert per Widerspruch und benutzt das Maximumprin-
zip. (b) Hier wendet man (a) auf ein Polynom p an.

[Aufgabe 7.2] Wenden Sie hier die Laurententwicklung von f um z, = 0 an. Damit kann man das
Integral explizit (in Abhéngigkeit von a_;) berechnen.

[Aufgabe 7.3] (a) Betrachten Sie die Integrationswege vg),vg) : [0,1] — R gegeben durch

%(g) (t) := 2Rt — R und vg)(t) := Re™ und lassen Sie R gegen unendlich gehen. Eines der
beiden Integral verschwindet. Dann wenden Sie den Residuensatz an. (b) Zwei von drei Teilen
des hier gegebenen Integrationsweges lassen sich wie in Aufgabe (a) behandeln. Der dritte wird
bis auf einen konstanten Faktor gleich aussehen, wie einer der beiden ersten.

[Aufgabe 7.4] (a) Diese Aufgabe ist eine absolute Standardaufgabe. Also 16st sie unbedingt. Sie
ist auch nicht schwer. (b) In dieser Aufgabe soll man vier (oder drei) Fille unterscheiden, indem
man die vier Randabschnitte von 0Q)y betrachtet. Man kann so zeigen, dass |f(z)| < 2. (c)
Zuerst schitzt man das Integral ab. Hierzu kann man die beliebte Abschidtzung

Lf(z) dz

benutzen, wobei /() die Linge des Weges 7 beschreibt. Hat man dies getan, so nutzt man den
Residuensatz und ldsst NV gegen unendlich gehen.

< () - max|f((t))]

te[0,1]

[Aufgabe 7.5] (a) All diese Beispiele funktionieren gleich wie Aufgabe 7.4. Wer nicht alle 16sen
mochte fingt am besten von hinten an (also mit iv)) und arbeitet sich dann vor. (b) Diese Auf-
gabe ist beinahe unmoglich schwierig. Wer Lust hat kann es einmal versuchen, sollte aber nicht
verzweifeln, wenn es nicht funktioniert.

Publiziert am 18. April.
Einzureichen am 25. April.
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