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M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH
Serie 9

Aufgabe 9.1 Fourier- und Taylorkoeffizienten
(9.1a) Sei f : C — C eine holomorphe Funktion mit Taylorreihe

f(z) = Zanz”, z € C.
n=0

Betrachten Sie die Funktion g : R — C gegeben durch g(t) := f(e'’). Berechnen Sie die Fourier-
reihe von g in Abhingigkeit von den Taylorkoeffizienten von f. Was sind die Fourierkoeffizienten
von g?

Losung: Wir erhalten die Fourierreihe
g) = fe) =Y ad™,  teR
n=0

Damit erfiillen die Fourierkoeffizienten ¢,, von g die Relation

a, wennn >0,
Cp =
0  sonst.

(9.1b) Benutzen Sie Ihre Erkenntnis aus Aufgabe (9.1a), um die Cauchysche Integralformel
herzuleiten.

Hinweis: Die Cauchysche Integralformel besagt

n! (2)

F70) = 5=

_277'1.72’""_1 , n € N.

Losung: Die Taylorkoeffizienten von f sind gegeben durch
an=— - f™(0), neN
n

Die Fourierkoeffizienten von g sind gegeben durch

1 2m .
Cp = — - / g(t)e ™ dt, n € Z.
2m Jo
Aus Aufgabe (9.1a) folgt nun
1 I . Y L
— . (n)o —_ . t *mtdt:__ it 7mtdt
170 =g o= o [ e ar

fiir n € N. Das rechte Integral lisst sich nun als Wegintegral iiber den Weg () := e'* auffassen.
Wir erhalten somit
1 (2)

1
— . ™) = —.
TL' f (0) - : y Zn+1 dZ7

2m

was genau der Cauchyschen Integralformel entspricht.
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(9.1c) Wir betrachten den Sinus hyperbolicus gegeben durch

z —Zz

(&

sinh(z) = —— ¢

2

i. Berechnen Sie die Taylorreihe von sinh(z) basierend auf der bekannten Reihe fiir die Expo-
nentialfunktion.

ii. Berechnen Sie die Fourierreihe von g(t) = sinh(e').
Losung:

1. Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion ist

z G z"
e” = :E:: ;;I.
n=0
Damit folgt
_ I 2" (—2)" 1 K= (—1)")2" = 22!
sinh(z) = 3 HZ:O nl 2 nzzo nl nzzo 2n + 1)!

ii. Aus Aufgabe (9.1a) wissen wir, dass

g(t) _ ianeint’
n=0

wobei a,, die Taylorkoeffizienten von sinh beschreiben. Also folgt

oo 1 .
_ i(2n+1)t
90 =2 G

n=0

(9.1d) [Bonus] Benutzen Sie Ihre Lieblingsprogrammiersprache, um den Real- und Imaginérteil
der trigonometrischen Polynome

aus Aufgabe (9.1c¢) fiir N = 1, 3, 20 zu zeichnen.
Losung: Wir benutzen das folgende Pythonmodul, um die Abbildung in 9.1 zu erhalten.

numpy np
matplotlib.pyplot plt
() :
tt = np. (-12.3, 12.3, 200)
gg = np. (np. (13*tt))
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T_N = np. ((200,3), dtype=np. )
ind, N (1, 3, 20]):
n ( (np. ((N=1)/2))+1) :
T_N[:,ind] = (T_N[:,ind]
+ np. ((2+«n+1)*1j*tt)/np.math. (2xn+1))
plt. (figsize=(12,7))
plt. (tt, np. (g9) , , label= )
ind, N (r1, 3, 201):
plt. (tt, np. (T_N[:,ind]), label= + (N) + , alpha=0.667)
plt. (loc= )
plt. ( , bbox_inches= )
plt. (figsize=(12,7))
plt. (tt, np. (g9), , label= )
ind, N ([1, 3, 2071):
plt. (tt, np. (T_N[:,1ind]), label= + (N) + , alpha=0.667)
plt. (loc= )
plt. ( , bbox_inches= )
__name__ ==
()

Es fillt dabei auf, dass die Fourierreihe von g enorm schnell gegen g konvergiert. Insbesondere
ist T3 schon fast identisch mit g.

Aufgabe 9.2 Ein Cauchy Hauptwert

Seien a < b € R. Das Ziel dieser Aufgabe ist es

1 R _—is(a—t) _ ,—is(b—t)
f(t) = lim —-/ © ¢ ds

R—o 27(1 R S

zu berechnen.

(9.2a) Zeigen Sie
] T eiz )
lim —dx = 7.

rooo [ X

Benutzen Sie dazu den Integralsatz von Cauchy und den Weg v, welcher in Abbildung 9.2 ge-
zeichnet ist.

Hinweis: In Serie 7 hatten wir gesehen, dass
lim [ f(z)dz=mi-Res(f;0)
Vs

gilt, wenn 7, das in Abbildung 9.2 eingezeichnete Wegstiick von «y istund f : C \ {0} — C eine
holomorphe Funktion mit Pol erster Ordnung an z; = 0 ist. Ausserdem wird es hilfreich sein, die
Abschitzung sin(7t) > 2t, ¢ € [0, 1/2], zu verwenden.
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Abbildung 9.2: Der Weg v mit Wegstiick .

Losung: Laut dem Integralsatz von Cauchy gilt

/e—dZZO,
y 2

da der Integrand holomorph ist auf dem von 7 eingeschlossenen Gebiet. Zerlegen wir das Integral
nun in einzelne Wegstiicke, so haben wir

/ —da:—i—/ —dx—/—dz—/—dz

wobei 7, : [0,1] — C gegeben ist durch ,.(¢) := re™!. Mit dem Hinweis folgern wir

e—dleim(/ e—dx—i—/ e—dx)-hm e—dz— —dz—m /—dz
o T s—0 X s T 5—0 s >
da )
elZ ) .
Res <—; 0) = lime” = 1.
z z—0

lim e—dz = 0.

r—00 Y z

Wir zeigen nun, dass

gilt. Wir rechnen dazu

/—dz

it

1 1re 1 "
. 3 fa it
/ — - mire™ dz / e’ dz
re’ 0

1 . 1/2 .
<7 / e’ sin(7t) dt = 277 - / e—rsm(wt) dt,
0 0

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie des Sinus an der Achse ¢t = 1/2 verwendet haben. Es
gilt nun sin(7t) > 2t, t € [0, 1/2], und damit

iz 1/2
/ < dz §27r~/ e’Z"tdt:z~(1—e”’).
- 0 r
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Da dies gegen null konvergiert, wenn  — oo, folgt unsere obige Aussage. Ausserdem gilt also
lim —dx =7i— lim — dz = i,

r—oo | . X T—>00 Yo z

wie behauptet.
(9.2b) Zeigen Sie, dass
1/2  wenna < t,

1 R e—is(a—t)
lim —/ ds=1<0 wenn a = t,
—R S

—1/2 wenna > t.

Losung: Im ersten Schritt werden wir die Substitution x = —s(a — t) verwenden. Wir erhalten

damit R st Rlat)
1 —is(a—t 1 a— 1z
—_— / e dS _ — —_— - / e_ dx.
2m1 J_p s 211 J_Rg—y T

Im Folgenden unterscheiden wir die Fille a < ¢, a =t und a > ¢.

[a <t]Ista < t, so gilt

1 R(a—t) iz 1 R _ix 1
—nm—,./ Cdr=—lim [ S de=-
R—00 271 J_pig—y) T 2mi R—oo J_p T 2

)

laut Aufgabe (9.2a).

[a = t] Ist a = t, so verschwindet unser Integral, fiir alle R > 0, und somit ist

1 R(a—t) iz 1 R iz 1
— lim —/ e—d:c:——'-lim e—dx:——.
R—00 271 J_p(g—p) @ 2mi R—oo J_p T 2
(9.2¢) Folgern Sie nun, dass
(0 wenn t < a,

) 1 R g—is(a—t) _ o—is(b—t) 1/2 wennt = a,
f(t)—hm—_./ ds=1{1 wenna < t < b,
R—oo 271 _R S
1/2 wennt = b,

0 wennt > b.

\
Losung: Ahnlich wie in Aufgabe (9.2b) lisst sich zeigen, dass

) R is(ht) —1/2 wennb < t,
—lim—,-/ ds=<¢0 wenn b = t,

R—o0 271 R S
1/2  wennb >t.
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Summieren wir dies nun mit dem Ausdruck aus Aufgabe (9.2b), so erhalten wir

(
0 wenn t < a,

1 [R gisla=t) _ g-is(b-) 1/2 wemnt =a,
1im—.-/ ds=<1 wenn a < t < b,
) 1/2 wennt =b,
0 wenn t > b.

\

Aufgabe 9.3 Bestapproximation im Raum der trig. Polynome

Sei f eine 2m-periodische Funktion mit Fourierkoeffizienten c,. Betrachten Sie die partielle Fou-

rierreihe
N
= E cpe™, t eR,
n=—N

wobei N € N. Sei nun p ein allgemeines trigonometrisches Polynom vom Grad N, d.h.

N
= Z e, t € R,
n=—N

mit p,, € C. Zeigen Sie, dass
If =Twll < IIf = pll.

Hinweis: Man braucht hier lediglich Erkenntnisse aus der lineare Algebra anzuwenden. Betrach-
ten Sie insbesondere das Skalarprodukt

1 2

(f.0) =5 [ Fg@

0

Losung: Wir betrachten

1f=Twl> = If =pI*=(f = Tn, f = Tn) = (f —p, f —p)
= |£1* = 2Re(f, Tn) + | Tw|* = [I£1I* + 2Re(f, p) — [Ip]*
= —2Re(f, Tw) + | Tn|® + 2Re(f, p) — |Ip?

Sei nun x,(¢) := ™, so folgt

fa TN (Z CnXn, Z Cka) Z Z CnCk Xka

n=—00 n=—oo k=—N

In der Vorlesung hatten wir gezeigt, dass die y,, orthogonal zueinander stehen. Ausserdem gilt

.f TN Z |Cn|
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Auf dieselbe Art und Weise sehen wir

N
ITn|* = (Tn. Tn) = > leal® = (£, Tw).
n=—N
Es ist somit
2 2 2 2
1f =Tnl" = If = plI" = =I5 [I" + 2Re(f,p) — lIpl"

Da p die Form
N
= Z pre™, teR,
n=—N

hat folgt desweiteren
N

(fip) = caba=(Tw,p),

n=—N
was wiederum

If = Txll* = If = pl* = = Tl* + 2Re(T. p) = lIpll* = =T = p* < 0

impliziert. Die Behauptung folgt nun nachdem wir mit || f — p||* addiert haben.

Aufgabe 9.4 [Bonus] Die Haar Transformation

In' der Theorie der Reihenentwicklung reell- oder komplexwertiger Funktionen spielen die soge-
nannten orthogonalen Funktionensysteme eine fithrende Rolle. Man versteht darunter iiblicherweise
ein System unendlich vieler Funktionen ¢, @9, ... auf einem intervall I, typischerweise I =
0, 27] oder I = [0, 1], die die Orthonormalititseigenschaft

_ 1 fallsp =g,
t t)dt =
/19017( )q(t) {0 falls p # q,

besitzen. In der klassischen Fourieranalyse 27-periodischer komplexwertiger Funktionen betrach-
ten wir das orthogonale Funktionensystem {. .., e_1, e, €1, €9, ... } mite,(t) = ™. Fiir reelwer-
tige 27-periodische Funktionen eignet sich das orthogonale Funktionensystem

! cos(t), ! sin(t), . = =
Vora \/_ NG VT VT

gut. Der Einfachheit halber betrachten wir im folgenden nur reellwertige Funktionen auf dem
Intervall / = [0, 1], und nehmen stillschweigend an dass alle Funktionen stiickweise stetig und
beschrénkt sind. Sei @1, s, . .. ein beliebiges orthogonales Funktionensystem. Fiir jede Funktion
f auf I kobnnen wir nun Fourierkoeffizienten

= (o) = / F()pult) dt

definieren. Die formal gebildete unendliche Reihe

cos(nt) sin(nt), ...

c11(t) + copa(t) + caps(t) + - - - (9.4.1)

'Frei nach: A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme, Gottinger Inauguraldissertation (1909)
und gleichnamigem Artikel in: Mathematische Annalen, 69 (3): 331-371, (1910)
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nennen wir Fourier Reihe von f in Bezug auf das gegebene orthogonale Funktionensystem. Das
orthogonale Funktionensystem wird vollstindig genannt, falls fiir jede Funktion f die Relation

/1 f(t)?dt = ici
0 n=1

gilt. Im klassischen Fall lduft das auf den Satz von Parseval hinaus, der in diesem Sinne besagt
dass das orthogonale Funktionensystem {...,e_q,eq,€1,e€s,...} vollstindig ist. Ein allgemei-
ner Satz aus der Theorie der topologischen Vektorrdume besagt, dass die Fourier Reihe (9.4.1)
beziiglich eines orthogonalen Funktionensystems in einer gewissen Weise (caveat emptor) gegen
f konvergiert.

Wir beschreiben nun ein bestimmtes orthogonales Funktionensystem Y, bestehend aus reellwer-
tigen Funktionen
X0, X1,15 X2,15X2,2) X3,15---y Xnks+ -

fiir allgemeine Indizes n > lund 1 < k < 2"=1 Dieses System wurde zum ersten Mal in
den bereits erwihnten Arbeiten von Alfréd Haar eingefiihrt. Es spielt heute in der Theorie der
Wavelets eine zentrale Rolle. Es sei xo = 1 im ganzen Intervall / = [0, 1], und sei

(t) = +1 falls0<t< 3,
T A1 fansl<e<a

Wir setzen ferner

V2 o falls0 <t <4, 0 falls 0 < ¢ < 1,
o (1) = —V2 falls % <t< é o (£) = 0 falls % <t<i,

0 falls £ <t < 3, V2 o fallsi <t <3,

0 falls 3 <t <1, —V2 falls3 <t <1,
und allgemein definieren wir x,, ;, fiirn > 2und 1 < k < 271 wie folgt: Wir teilen das Intervall
[0,1] in 2" gleiche Teile, und bezeichnen diese der Reihe nach mit [,, 1,1, ..., [, on. Dann
setzen wir

2n—1 falls ¢ im Intervall I,, (2;—1),
Xnk(t) = ¢ —v27=1  falls ¢ im Intervall I,, o,
0 sonst,

firallen > 2undalle 1 < k < 271,

(9.4a) Zeigen Sie, dass die Funktionen xo, X1, X2,1, X2,2, - - - » Xn,k, - - - €in orthogonales Funk-
tionensystem bilden.

(9.4b) Zeigen Sie, dass das orthogonale Funktionensystem  vollstindig ist.

Hinweis: Sei f : [0, 1] — R eine Funktion, stiickweise stetig und beschrinkt, und

1
Cnk = / f()xnx(t)dt (9.4.2)
0

fiir alle n und k. Zeigen Sie mit Hilfe der Orthogonalititsrelationen dass es geniigt anzunehmen
dass ¢, ;, = O fiir alle n und k gilt, um daraus fol f(t)?dt = 0 zu folgern. Anschliessend betrachten

Serie 9 Seite 9 Aufgabe 9.4



Sie zu diesem Zweck die Stammfunktion F'(t) = fot f(s)ds. Das ist eine stetige Funktion mit
F(0) = 0. Aus 9.4.2 erhilt man nun

F(1)=0,F()=0,F() =0, F(

>

)=0,...

und induktiv F'(d2~") = 0, fiir jeden Dualbruch d2=" mitn > Ound 0 < d < 2". Es folgt F' = 0,
und daraus erhilt man leicht fol f(t)2dt = 0.

(9.4c) Sei f(t) = sin(27t). Berechnen Sie mit Maschinenhilfe ¢,, j, fiir n = 0, 1,2, 3,4 und alle
moglichen k die Fourierkoeffizienten c,, j, und zeichnen Sie den Graphen der Teilsumme

fa(t) = coxo(t) + crax11(t) + croxa2(t) + - - + cagxas(t).

Experimentieren Sie nach Belieben mit weiteren Funktionen f und grosseren Teilsummen.

Stichworte fiir Internet Recherche: Haar Transformation, Haar Wavelet, discrete Wavelet trans-
form.

Publiziert am 02. April.
Einzureichen am 09. Mai.
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