Mathematik I (BIOL, HEST, PHAR) HS 2018
Prof. W. Farkas

Losungsvorschlage zur Serie 13

Aufgabe 1

(a) Wir rechnen nacheinander vom innersten zum &ussersten Bruch:
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(b) Umgeformt in exponentielle Darstellung ist 1 —+/3i = 26 . Also erhalten
wir
— (1-3i) = (Qei%w)lo _ 910,i %
=210 (cos(%) +1 sm(%))
= 21%(cos(5) +isin(5)) = 2" (=5 +i9)
=-29+i-2°V3.

(¢) Umgeformt in exponentielle Darstellung ist 1 —i = V26i"T . Also erhalten
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= 57 (co ()—Hsm( ) = i
Aufgabe 2

(a) Mit den gegebenen Informationen kénnen wir die trigonometrische Dar-
stellung bzw. Exponentialdarstellung von z einfach finden. Aus # =2

10(1 — 174)

1— 17242



folgt |z| = % und aus arg (2*) = 27 folgt arg (z) = 27 — 2% = 2% Somit

gilt z = L ¢'3™ oder in trigonometrische Darstellung

V2
z= \%(cos (Zw) + ¢sin (Zﬂ'))

Daraus finden wir die kartesische Darstellung direkt

- V2 V2 i
zz%(ces(%w) + 2s1n (gw)) :%(—72—@72) :_%_5

und somit Re(z) = —3 und Im(z) = —3.

b) Wieder versuchen wir zunéchst, die Exponentialdarstellung von z zu be-
g
stimmen. Den Betrag von z finden wir mit der ersten Bedingung V2 =
liz| = |i||z] = |2|. Es gilt also z = /2% fiir ein ¢ € [0,27). Damit ist
2* = 1/2e'?™=¢) und somit (2*)? = 2e%(>7=%). Die zweite Bedingung ist
also
2 = Im((z%)?) = Im(2e***=9)) = Im(2(cos(47 — 2¢) + i sin(4m — 2¢)))
= 2sin(4m — 2¢)).

Wir erhalten daraus die Bedingung sin(4m — 2¢) = 1. Diese Gleichung ist
genau dann erfiillt, wenn 4w — 2¢ = 5 + 27k fiir ein k € Z ist.

Damit erfiillen alle ¢ = —7% + 7k mit k € Z die geforderte Bedingung. Da

¢ € [0,27) haben wir also die zwei Méglichkeiten ¢ = 2% und ¢ = ZF. Es

1
folgt . .
2 =2e"T oder 2 =27,

Mit der Umrechnung re®? = r(cos(p) + isin(yp)) folgt
z=—-141¢ oder z=1-—1

und somit Re(z) = —1 und Im(z) = 1 oder Re(z) = 1 und Im(z) = —1.

Aufgabe 3

(a) Setzen wir den Ansatz z = x + iy mit z,y € R in die gegebene Gleichung
4zz* + (2 — 2*)% = 1 ein, erhalten wir wegen z* = 2 — iy, dass

4(x? +y?) —4dy? = 1.
Es folgt z = :I:\/g = :I:%. Die Wahl von y ist beliebig. Es ist also z = %—H’y

1 . . . 1.
oder z = —5 + iy mit y € R beliebig.

2

(b) Als erstes schreiben wir z# in exponentieller Darstellung

22 = 8 +i8V3 = 16 F



und suchen zuerst die Losungen z dieser Gleichung in exponentieller Dar-
stellung. Falls z = re’?, dann ist 22 = r2e2*. Gesucht sind also r > 0 und
¢ € 10,27) mit

r2e¥% = 16¢'5 .

Daraus folgt » = 4 und dass 2¢ bis auf Vielfache von 27 gleich %’T ist. Das
bedeutet 2¢ = %ﬂ + 2rk mit k € Z und somit ¢ = § + k. Setzen wir
verschiedene k € Z ein, sehen wir, dass die moglichen ¢ € [0, 2) gleich %
und %’r sind. Es folgt

2= 4¢'F = 4(cos (g) +isin (g)) —24+i2V3
oder

2 =4e " = 4(COS (%T) + i sin (4%)) =—2—i2V/3.

Es ist 22 = —1 = e'™. Wie oben folgt also z = 7€’ mit r = 1 und
3¢ = m+2mk. Somit ist p = T+ %’rk Daraus erhalten wir durch Einsetzen
(k € Z) drei verschiedene mégliche ¢ in [0,27) und zwar %, 7 und 5. Das
heisst, die Gleichung hat die drei Losungen

- 1 3
z1 = €'3 = cos (g) + isin (g) = 5“%

i5m 5 .. /bm 1 V3
z3=e¢€ 3 :cos(g)—i-zsm(?):f—z—.

Beachte: z; = 23. Dies ist kein Zufall. Komplexe Losungen von Polynom-
Gleichungen mit reellen Koeffizienten treten immer in Paaren auf, d.h.
falls zp eine Losung ist, ist auch z; eine Losung.

Es ist 23 = 8 = 8¢"97. Wie oben folgt also z = re' mit r = v/8 = 2 und
3p = 0+ 27k. Somit ist ¢ = %’rk Daraus erhalten wir durch Einsetzen
drei verschiedene mdogliche ¢ in [0, 27) und zwar 0, 2{ und 4?”. Das heisst,
die Gleichung hat die drei Losungen

21 = 2¢0 =2
29 = 2614277T = 2(cos (2%) + isin (%)) =—-1+iV3
23 = QGi% = Q(COS (4%) + 4 sin (%)) =—1—14V3.
Beachte: Wieder gilt z; = 23.
Wieder schreiben wir die Gleichung mit Polardarstellung. Es ist
A= 2-i2/3=46F

und wie bei den obigen Teilaufgaben folgt z = re’® mit r = v4 = 2
und 4 = 4?” + 2mk. Somit ist ¢ = § + k. Daraus erhalten wir durch



Einsetzen vier verschiedene mogliche ¢ in [0, 27) und zwar 3 ‘%”, %’T und
”T’T. Das heisst, die Gleichung hat die vier Losungen

5= V35 = Va(eos (T) +isin (3)) = va(5 +i L)

2 2
o= i = s () ion (7)) = (- )
23 = \/iei%?r = \/§(cos (%T) + 2 sin (%r)) = \/5(— % — ?)
Z4 = \/ieinT7T = \/i(cos (%) + 2 sin (%)) = \/5(? —1 ;)

(f) Das Vorgehen ist wieder das gleiche. Es ist mit Polardarstellung
2 =2-i2/3 =467

und es folgt z = 7€’ mit r = v/4 und 2p = %’T + 2mk. Somit ist ¢ =
57

&+ mk. Daraus erhalten wir durch Einsetzen zwei verschiedene mdogliche
¢ in [0,27) und zwar 2F und 4E. Das heisst, die Gleichung hat die zwei

Losungen
-5
21 =2e"6 = 2(005 (—) + 4 sin (—) =-—V3+i
1l 117

29 =26 = 2(005 (%) + isin (T)) =3 —i.
Aufgabe 4

(a) Die gesuchte Menge ist:

Relz)




(b) Der Betrag der zwei fehlenden Losungen z; und 2 ist % wie z3. Um die
Winkel zu erhalten, kann man zum Winkel der gegebenen Losung Vielfache
von ? addleren Man erhélt so einerseits 47r+ r = fgﬂ und andererseits
77r +2- 2” = 377, Zuletzt miissen diese Winkel durch Subtraktion von 27

>
w1eder nach [0, 27) verschoben werden. Man erhélt die Lésungen
1 iSr 1 i 13
21 = —=e'12 29 = —e 127,

V2

In trigonometrischer Darstellung ist es

= 5o (i) wism (53)) 2= 5 (e (35) iom ()

Alternativ: Gesucht ist z = re’#. Die rechte Seite der Gleichung in expo-
nentieller Darstellung ist

1
4( 1—14) \fe“”

V2

Die zu lésende Gleichung ist somit ist r3e?3? = ﬂei%”. Daraus folgt
r = (%)% = (272)5 = 7 und ¢ = 57+ ZF mit k = 0,1,2. Die
Losungen der Gleichung sind also in exponentleller Darstellung

z1 = Lei%Tr 29 = Leléﬂ.

V2

In trigonometrischer Darstellung ist es

Z1 = %(COS (1—52) +zsm(152)) Zo = 7(cos (13) + ¢ sin (%))

(c) Fiir z gilt
z=e'T (cos(a)+isin(a)) = ' -e = (T = cos(T+a)+isin(Z +a).

Damit Im( ) = 0 und Re(z) > 0 gilt, braucht man also bin( +a)=0

und cos(Z 47 «) > 0. Aus der ersten Bedingung folgt o = =X oder o= %’r.
Nur o = 7 erfiillt auch die zweite Bedingung. Die richtlge Antwort ist
T
a=—.
4
(d) Die erste Antwort ist
2 2 2 4 4(2 — 2i) 8 — 8 1—i
- = ——— = = = 1—1.
— i =) ) - N2 — 9
- 15 R e =] 1—= 2420 (2+29)(2—2i0) 8

Die zweite Antwort ist
€3 (1—iV3)3 = —i- (26/5)3 = —i - 8e'™ = —i- (—8) = 8i.
Die dritte Antwort ist

m(2i(vV=19+3) ) = Im(2i(&7i +3) ) = Im(FTIF 67) = Im(F14-61) = 6.



