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Aufgabe 1

(a) Fiir die zu betrachtende Funktion f(z) = \/Z = z2 erhalten wir als Ab-

leitung f'(z) = 37

Punkt xy = 100 ist

p(@) = F(z0) ' (z0) (z—20) = VI0I+2

1
11

also

=37

1
v/100

2

1
(2-100) = 10+ 55 (2-100) =

Die Gleichung der Tangenten an f im

Der absolute Fehler und der relative Fehler sind (mithilfe eines Taschen-

rechners) ungefihr:

x f(@) | p(x) | Aaf(z) | Arf(x)
101 | 10.0499 | 10.05 | 10=* | 9.95-10°
105 | 10.2470 | 10.25 | 3-1073 | 2.93. 1074
110 | 10.4881 | 10.50 | 0.0119 | 1.13-1073

(b) Wir berechnen zuerst die Ableitungen:

i) fl(x) = [(x+2%)3] = é(z+x
i) /() = [ (@] =[5 In(2))
i) f(@) = [ @] = —e=

/ 1 —423
) fl=) = (1+CE4) e

1+ 322

Um p(z) fiir o mit I(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) zu berechnen, bendtigen
wir den Funktionswert und den Wert der Ableitung an der Stelle xzq:

Teil | f(zo) | f'(x0) p(x)

i) V2 3%/1 V2t 3-%/1(:6_1)
w0 | 2o 1)

i) |1 1 1-z

iv) z -1 s—@@-1)=3-2

1



Aufgabe 2

(a)

Die Funktion f nimmt nur positive Werte an, da der Graph von f iiber
der xz-Achse liegt. Aus dem Graphen sehen wir, dass in jedem Punkt die
Steigung der jeweiligen Tangente an f in diesem Punkt negativ ist. So-
mit nimmt die Ableitung f’ nur negative Werte an. Die erste Ableitung
ist nirgends konstant, d.h. die zweite Ableitung sicher ungleich Null. Der
Graph beschreibt eine Linkskurve, damit muss iiberall f” > 0 sein.

Da die Steigung der Tangenten in jedem Punkt in [a, b] positiv ist (anders
gesagt f'(x) > 0 fiir alle x € [a,b]), ist f auf dem Intervall [a,b] streng
monoton wachsend. Da b > a ist also f(b) > f(a). Also ist die Aussage (i)
richtig und die Aussagen (ii),(iii) sind falsch. Die anderen beiden Aussagen
koénnen nicht entschieden werden, dadas Vorzeichen der 1. Ableitung kei-
ne Aussage iiber das Kriimmungsverhalten einer Funktion erlaubt. Zum
Beispiel erfiillen f(z) = 22 und g(x) = y/z auf dem Intervall [1,2] bei-
de dass die Ableitung positiv ist, die beiden Funktionen haben aber ein
unterschiedliches Kriitmmungsverhalten (f ist nach links gekriimmt, g ist
nach rechts gekriimmt).

Mithilfe des Hinweises haben wir f(z) = —1 + H% Der Ausdruck wird
maximal, wenn der Nenner des Bruchs minimal wird, also genau fiir z = 0.
Also ist = 0 die eindeutige globale Maximalstelle von f. Der Graph von
f ist in der folgenden Abbildung gegeben:

Fiir 2 # 0 gilt 0 < e=® < 1 und cosz < 1 und damit f(z) < 1. Wegen
f(0) = 1 ist also der Nullpunkt die eindeutige globale Maximalstelle von
f- Der Graph von f ist in der folgenden Abbildung gegeben.

Aufgabe 3

(a)

Die Funktion f ist differenzierbar und somit streng monoton fallend wo
ihre Ableitung f’ negativ ist. Die Ableitung von f ist f/(z) = 2% — 1.
Somit ist

fllry=2?-1<0 = 22 <1 = |z| <1 = 2z € (-1,1).

Die Funktion f ist also im Intervall (—1,1) streng monoton fallend. Die
gesuchten Werte sind somit 1 = —1 und x5 = 1.



Die Funktion f ist im Intervall (—1, 1) streng monoton fallend. Zusétzlich
gilt an den Randpunkten des Intervalls f(—1) = 2 und f(1) = —2. Da
f eine stetige Funktion ist (sie ist eine Elementarfunktion), muss also f
zwischen —1 und 1 alle Werte zwischen % und —% annehmen (f kann keine
Spriinge haben).

Die Funktion f mit Definitionsbereich Dy = (z1,22) = (—1,1) hat somit

: 2 2

den Wertebereich Wy = (-3, 5).

(b) Nebenbemerkung: Der Definitionsbereich Dy-1 der Umkehrfunktion von
fist Dy = Wy = (7%7 %), der Wertebereich der Umkehrfunktion ist
W1 =Dy = (-1,1).

Den Graphen der Umkehrfunktion f~! erhalten wir durch Spiegelung des
Graphen von f an der Winkelhalbierenden x = y. Der Graph von f ist

2
3

Der Graph von f~! ist somit

| .




(c) Aus der Vorlesung wissen wir: Die Umkehrfunktion f~! ist an einer Stelle
y € Dy differenzierbar, falls f'(x) # 0 gilt, wobei x das eindeutige
x € Dy ist, welches f(z) = y erfiillt (es kann nur ein solches x geben, da
sonst f gar nicht umkehrbar wire). Die Ableitung von f~! an der Stelle
y ist in diesem Fall

In unserem Beispiel ist f/(z) = #? — 1 und somit f’'(z) = 0 genau dann
wenn x = 1. Somit ist f'(z) # 0 fir alle € Dy = (—1,1). Das heisst,
die Umkehrfunktion f~! ist auf ihrem ganzen Definitionsbereich D -1 =
(=2, 2) differenzierbar (das eindeutige zu y € D;-1 passende z € Dy mit
f(z) =y liegt ja in (—1,1) und somit gilt sicher f'(x) # 0).

(d) Um (f71)(0) zu berechnen, muss zuerst das passende = € Dy = (—1,1)
mit f(z) = 0 gefunden werden. Gesucht ist also die (eindeutige) Losung
z der Gleichung f(z) = $2°® — 2 =0, die in (—1,1) liegt.

Da f(z) = z(32%—1) sehen wir, dass die Gleichung f(z) = 0 die Lésungen
x = 0,++/3 besitzt. Die einzige Losung in (—1,1) ist also z = 0.
Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion liefert also

1 I
fr o 02-1

—1.

Aufgabe 4

(a) Der Definitionsbereich der Funktion f ist D = R\ {1, —2}. Je nach Wert
von a lésst sich der Bruch in der Funktion f kiirzen. Und zwar gilt fiir
xeD=R\{1,-2}%:

o x(x—-1) oz ) B
f(:r)—(xil)(zw)—x+2 im Fall a = 1

o ow(-5-1) —z(z+2) -z . _ 1
I@) = a9 "D+ 2e-op |Imfalla=-s

Fiir andere Werte von a kann man nicht kiirzen. Wir behandeln deswegen
die Félle a = 1, a = —3 und a weder 1 noch —% separat.

i) Fall a = 1: Auf dem Definitionsbereich D = R\ {1, —2} der Funktion
gilt wie gesehen f(z) = _%5. Somit hat f in diesem Fall bei z = 0
eine Nullstelle und bei = —2 eine Polstelle (eine Polstelle einer
Funktion ist ein Punkt z( fiir den gilt, dass ILm f(x) = oo oder

Jim f(z) = —o0)

ii) Fall @ = —3: In diesem Fall ist die Funktion f(z) = Ty
hat f in diesem Fall bei x = 0 eine Nullstelle und bei z = 1 eine
Polstelle.

Somit

iii) Falls a weder 1 noch —% ist: Die Funktion lasst sich nicht kiirzen, wir

haben f(z) = % Somit hat f in diesem Fall bei # = 0 und

T = % zwel Nullstellen und bei x = —2 und = = 1 zwei Polstellen



(b)

Wir rechnen

-1 2 _ a— 3+
limf(m):limwzlimu:hm s =a.
Genauso folgt

-1 2 _ a—1
lm fla)= fm SO D g, eor g s _a
T——00 T——00 (x — 1)(;ﬂ + 2) zo—co 2+ —2 z——o00 1 + % — m%

Wir wollen a so wihlen, dass f/(—1) = 0. Die Ableitung von f ergibt sich
mit der Quotientenregel
(2az —1)(z — 1)(z +2) — (az® —2)2x+1)  (a+1)z? —4ax +2

f'(@) = @— 1% + 2 T @1+ 2p

Somit ist f/(—1) = 0 genau dann, wenn
O=a+1+4a+2=>5a+3.

__3
Daraus folgt a = —z.

Angenommen a € (—3,1). Insbesondere hat also f an den Stellen z = —2
und = = 1 zwei Polstellen. Wir betrachten nun das Verhalten von f im
Intervall (—2, 1) zwischen den Polstellen. Die Funktion f ist eine Elemen-
tarfunktion und somit (auf ihrem Definitionsbereich D = R\ {1, —2}).
Insbesondere ist also f im Intervall (—2,1) stetig. Weiter gilt fiir den
Grenzwert von rechts in zg = 2 und fiir den Grenzwert von links in zg = 1
dass

— —2(—2a—1)>0

1
lim f(z) = lim zlaz —1) = —00
r——2 r——2 (3’; — 1) (.’If + 2)
Tz>—2 z>—2
—— Y—
——3 >0 und —0
— a—1<0
(az — 1)
raxr —
li = li =
lim fle) = I o gy =
<1 x<1
——

<0 und -0 —3

Wir fassen zusammen: Die Funktion f ist im Intervall (—1,2) stetig (hat
also keine Spriinge) und sie geht gegen —oo falls wir uns dem linken Rand
des Intervalls ndhern und gegen oo falls wir uns dem rechten Rand des
Intervalls nihern. Damit nimmt die Funktion f auf diesem Intervall (—1, 2)
jede reelle Zahl als Wert an, das heisst W = R.

Dies gilt nicht falls a = 1 oder falls a = f%. Denn z.B. ist falls a = 1 die
Funktion gleich f(x) = ;%5 (siehe 3(a)). Somit ist 1 nicht im Wertebereich
von f (es gibt kein # € D = R\ {1, -2} mit f(z) = 1). Genauso ist im Fall
a = —1 die Funktion gleich f(z) = Toohy (siehe 3(a)). Somit ist —% nicht

im Wertebereich von f (es gibt kein z € D = R\ {1, -2} mit f(z) = —1).



