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Losungsvorschlage zur Serie 3

Aufgabe 1

a)

Entwicklung nach der letzten Spalte liefert

1-m 1—-m

det(A,,) = (1 —m)det ( L1 Qm) = —2m(1 —m)>.

Damit ist det(A,,) # 0 genau dann, wenn m # 0 und m # 1 gilt. Nur in
diesen Fillen ist der Rang von A,, maximal (ndmlich gleich drei), denn es
gilt Rg(A,,) = 3 genau dann wenn det(A4,,) # 0 und Rg(A4,,) < 3 genau
dann wenn det(4,,) = 0.

Der Rang in den Fillen, wo det(A,,) = 0 ist, leiten wir mit dem Gauss-
Verfahren her. Das Verfahren liefert fiir m =0

1 01 1 0 1
110 22101 -1 und somit Rg(Ag) = 2
1 10) 2% oo o

und firm=1

1 -1 0 gy 1 -1 0
0 00 |=—=(0 00 und somit Rg(A4;) = 1.
1 -1 0 0 0 0

Wir sind im Fall m # 0 und m # 1. Das zu betrachtende lineare Glei-
chungssystem A,,x = b, ist

1 -m 1—-m T m
1-m 1—m 0 ol =1
1 1—-2m 0 T3 1



Die Cramersche Regel liefert fiir die Losung

m —-m 1-m
det| 1 1-—m 0
B 1 1-2m 0 Sarrus (1 —m)(1—2m) — (1 —m)® 1
= det(An) - —om(1 —m)? T 21-m)
1 m 1l—m
det |1—m 1 0
B 1 1 0 Sarrus (1—m)? —(1—m) 1
2= det(An) T T om(l-m)32 2(1-m)
1 —m m
det|1—-m 1-m 1
B 1 1-2m 1) sarus m(1—=m)(1—-2m)  2m—1
= det(A,) T 22m(l-m)2 2(1—m)’

Im Fall m = 0 haben wir das lineare Gleichungssystem

10 1 71 0
110 e | = 1
110 5 1

vorliegen. Das Gauss-Verfahren liefert hier

10 1]0 10 1]0
1101 )&= 01 -1]1
1 10/1/) %% \oo o]0

Von unten nach oben geltst ergibt das aus der Gleichung zo —x3 = 1, dass
x3 =t € R beliebig und x9 = 1 4 ¢ ist, und anschliessend aus der ersten
Gleichung =1 = —t.

Der Fall m =1 fithrt auf das Gleichungssystem

1 -1 0 T 1
0 0 0 z | =11
1 -1 0 T3 1

Dieses ist nicht 16sbar, da die zweite Gleichung 0-x7 +0-29+0-2z3 =1
nicht erfiillt werden kann.



Aufgabe 2

a) Wir berechnen

1 3 —1]1 0 0 1 3 -1
ABE)=[ 2 5 —1]/0 1 0 | 22210 -1 1
0 4 -3/0 0 1 0 4 -3
s 13 -1 100\ 1 30
ZstiZ g 1 1l-2 1 0 HZ g —1 0
0 0 1|-8 4 1) %% \0o 0 1
1 00|11 -5 —2 o 10 0
Zt3Z g 1 o 6 -3 —1 | 22 [0 1 0
0 0 1|-8 4 1 00 1

100

-2 1 0
0 0 1

-7 4 1
6 -3 -1

-8 4 1
11 -5 -2
—6 3 1
-8 4 1

Auf der linken Seite haben wir die Matrix A zur Einheitsmatrix umge-

formt. Auf der rechten Seite steht jetzt also die inverse Matrix

11 -5 =2
A= -6 3 1
-8 4 1

b) Wir berechnen

3.1 4|1 00\ 2 0]0
(BEY=1 2 0]/0 1 0 2200301 41
01 —2/0 0 1 01 —2/0
1 2 0|0 10 12 0
L2320 5 41 =3 0 | 2% 0 1 -8
0 1 -2/0 0 1 0 1 -2
12 00 1 0),, (12 0
ZeZy g1 8] 1 -3 6 |20 1 -8
00 6|-1 3 -5 00 1
120 0 1 0 10
L8 (g 1 0| —1/3 1 —2/3 | 222 0 1
00 1|-1/6 1/2 —5/6 00

Die inverse Matrix ist also
2/3 -1 4/3

Bt=| -1/3 1 -2/3
~1/6 1/2 —-5/6

10
0 0
0 1
0 10
1 -3 6
0 01
0 1 0
1 -3 6
~1/6 1/2 —5/6
0] 2/3 -1
0]-1/3 1
1| -1/6 1/2

4/3
—2/3
—5/6



¢) Wir berechnen

45 <1100\ (20 1/0 10
CEy=20 1/01 0 |=22=45 —-1/1 00
31 0[0 0 1 31 0[0 0 1
o, (10202 0\ /10 1/2[0 1/20
22% 031 000 001 | 222501 -3/2|0 -3/2 1
3% 45 -1{1 o0oo0) =% \os -3/1 -20
10 1200 12 0\ ,, (10 1/2] 0 1/2
L (g1 —3/2|0 —3/2 1 | X0 1 -3/2| 0 —3/2
00 9/2/1 11/2 -5 00 112/9 11/9
10 0]-1/9 -1/9  5/9
3
2% 00 1 0| 13 13 23
Zim2%s \ 0 0 1| 2/9 11/9 —10/9

Die inverse Matrix ist also

-1/9 —1/9 5/9
ct= /3 1/3 -2/3
2/9 11/9 —10/9

Aufgabe 3
Es gibt verschiedene Arten, lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhéngigkeit nachzu-

priifen (siche Kapitel 8.4). Nachfolgend findet sich eine Auswahl.
a) Wir betrachten die Vektorgleichung Aja + Aab 4+ Asc = 0, also

1 0 1 A1+ A3 0
M2 +X 2] +X 0] = 21 + 2o =10
3 3 3 3M1 + 33X + 33 0
Aus den ersten beiden Komponenten folgt \3 = —A; und Ay = —A;.

Eingesetzt in die dritte Komponente folgt —3A; = 0, also Ay = 0 und

folglich auch A2 = A3 = 0. Die angegebenen Vektoren sind somit linear
unabhéngig.

b) Es gilt ¢ = —3a. Somit sind die Vektoren linear abhéngig und eine Linear-
kombination haben wir auch schon angegeben.

c) Es gilt
1 0 4 1 0 4 1 0 4
12 19 Z4—271 0 1 1| z3-2 0 1 1
@bo)=1g 1 1| 2z |0 1 1 "o 0 o
1 0 4 0 0 O 0 0 O

Der Rang der Matrix (a b ¢), gebildet aus den drei Vektoren als Spalten,
hat also Rang 2, was kleiner als n = 3 ist. Die Vektoren sind deswegen
linear abhéngig. In der Tat gilt zum Beispiel 4a + b = c.

~10/9



d) Die drei Vektoren sind linear abhiingig, da der Nullvektor dabei ist.
e) Es gilt

2 -1 -1
det(fabe)=det (1 2 2 |=—-4—-1=-5#0.
0o 0 -1

Die Determinante der Matrix (a b ¢), gebildet aus den drei Vektoren als
Spalten, ist also ungleich null. Die Vektoren sind deswegen linear un-
abhéngig.

f) Die Anzahl Vektoren (=4) ist grosser als die Dimension des Raumes, aus
dem sie stammen (=2). Die Vektoren sind also linear abhéngig. In der Tat
gilt zum Beispiel gilt b + d = c.



