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Losungsvorschlage zur Serie 7

Aufgabe 1

a) Wegen 22 + 9> + 2 -4 =0 <= 2z = 4 — 2% — 32 definieren wir eine
Funktion g mit g(x,y) = z = 4 — 22 — y2.

Die zu untersuchende Fliche betrachten wir als Graph von g iiber der
xy-Ebene. Es gilt ¢(1,2) = —1. Also liegt (1,2, —1) auf der Fliche.

Die Gleichung der Tangentialebene an die Fliche z = g(z,y) im Punkt
(1,2,—1) ist gegeben durch

2 =g(1,2) + g2(1,2)(x — 1) + g, (1,2)(y — 2).
Es gilt

gx(ac,y) = —2z, g$(132) =-2
gy(xay) = 72y7 gy(132) = —4.

Die Tangentialebene wird also durch
z=—-1-2(x—-1)—4(y—2)=9—2x—4y
beschrieben, d.h. die gesuchte Tangentialebene ist die Flache

{(Jf,y,Z) ER3|Z:9—2x—4y}_

b) Die Gleichung der Tangentialebene an die Fliche z = f(z,y) im Punkt
(1,1, %) ist gegeben durch

z=f(1,1)+ fo(L, 1) (z — 1) + f,(1,1)(y — 1).

Es gilt:
2_ .2
fz(xuy):ﬁ7 fm(1’1)207
—9 1
fola,y) = ﬁ (L) =~

Die Tangentialebene ist damit gegeben durch

{(I‘,y,Z) €R3|Z:17%y}



Aufgabe 2

a) Nach der Kettenregel fiir Funktionen mit zwei Parametern ist

E(rid) = folz,y)-a(r, ) + fy(2,9) - yr(r; §).

Es gilt
2

2z —2z
faﬁ(xay): (yyg+x2)2 fy(x7y): (y2+$y2)2
Zusétzlich gilt 2, (r, ¢) = cos(¢) und y,(r, ¢) = sin(¢). Setzen wir alles in
F,(r,¢) ein, folgt mit cos(¢)? + sin(¢)? = 1 dass
y? — a2
F(r.¢) = W2+ 222 - cos(¢) +
r?(sin(¢)? — cos(¢)?)

- -~ - cos () +

—cos(¢)? — sin(¢)? cos(¢)
_ —cos(9)(cos()? + sin(¢)?)

r2

—2
ﬁ . Sln(¢)
—272 cos(¢) sin(¢) .

rd

sin (¢)

cos()

r2

Auf dhnliche Art folgt aus der Formel
F¢(T’ (b) = fﬂc(mvy) : .’L‘¢(’I", ¢) + fy(xvy) : y¢(r, ¢)7
mit x4 (r, ¢) = —rsin(¢) und yu(r, ¢) = rcos(¢), dass

Fond) = G (Cr@)+
r2(sin(¢)? — cos(¢)?
_ (sin(¢) - (¢)°) - (—rsin(9)) +
—sin(¢)? — cos(¢)? sin(¢)

—sin(¢)(sin(¢)? + cos(¢)?)

r

-2
ﬁ -1 cos(¢)

—2r% cos(¢) sin(¢)

rd

sin(¢)

r

Fiir den zweiten Teil der Aufgabe setzen wir die Parametergleichungen
z(r,¢) = rcos(¢) und y(r,¢) = rsin(¢) in die Funktionsgleichung von

F(r,¢) ein
- B rcos(9) ~ cos(9)
F(T’, ¢) - f(I’(T, d))vy(rv QS)) - TQ COS((Z))Q + 7"2 sin(¢)2 - r ‘
So konnen wir die partiellen Ableitungen F,. und Fj direkt ausrechnen
Fro) == Ryrg) = -0

Wir sehen, dass die Funktionen mit den Funktionen, die wir durch An-
wendung der Kettenregel erhalten haben, {ibereinstimmen.

-1 cos (o)



b) Mit der Kettenregel erhalten wir

ES(Sat) = .fT(‘T7y) : I'S(S,t) + fy('r7y) : ys(57t)
= (2zy +y°) - 1+ (2° + 2y) - 1
= day + 2% + 2.

Dies konnen wir wieder als eine Funktion g(z,y) auffassen, also Fi(s,t) =
g(z(s,t),y(s,t)) und mit Kettenregel ergibt sich

Fis(s,t) = gu(2,y) - ws5(5, 1) + gy(2,9)) - ys(s, 1)
=4y +2z)- -1+ 4z +2y)-1
=6x+6y=06(s+1t)+6(s—1)
= 12s.

Aus Fy(s,t) = g(x(s,t),y(s,t)) folgt auch analog

Fst(sat) = 9:70('75’9) 'xt(sat) + gy(x7 y) : yt(57t>
= (dy+2z)- 14 (4o +2y) - (—1)
=2y —2r=2(s—t)—2(s+1)
= —4¢.

Fiir Fi:(s,t) berechnen wir zuerst

Fi(s,t) = fa(,y) - wi(s, t) + fy(2,9) - ye(s, 1)

= 2oy +y%) 1+ (2" +22y) - (-1)
R
und fassen dies als eine Funktion h(z,y) auf. So erhalten wir aus Fi(s,t) =
h(z(s,t),y(s,t)) wie oben

Ftt(svt) = hz(x7y) : xt(svt) + hy(x,y) 'yt(svt)
=(-22)- 14+ 2y) - (-1)=—-2(s+t) —2(s—1t)
= —4s.

Aufgabe 3

a) Durch Einsetzen von y = —x — 1 in die Gleichung F'(z,y) = 0 erhalten
wir die Gleichung
322 +x=2(3z4+1)=0

mit Losungen x = 0 und =z = —%. Die Schnittpunkte sind somit (z1,y1) =

1 2
1) und = (==, =)
(Oa ) un (132,92) ( 3a 3)
b) Aus Aufgabe 3a) wissen wir, dass der Punkt (0, —1) auf der Kurve gegeben
durch F(z,y) = 0 liegt. Wir bestimmen die Steigung der Tangente an die

Kurve im Punkt (z9,yo) = (0, —1) mit Impliziter Differentiation:
Fo(zo,0) _ 2m0 —3yo 3

!
Yy (x = — — = ——,
(z0) Fy(zo0,0) —2y0 — 30 2




Die Gleichung der Tangente ist also die Gleichung einer Geraden mit Stei-
gung —%, die durch den Punkt (0, —1) geht

3
ylx) = 5% 1.

Aufgabe 4

a) Es gilt fiir die partiellen Ableitungen von f(z,y)
fo(z,y) =3y — 32 und f,(v,y) = 3z — 3>

Die notwendigen Bedingungen fiir kritische Punkte sind somit

3y—3z2 = 0
3 —-3y2 = 0.
Es muss also gelten
y 2
r—y? = 0.

Setzen wir die 1. Gleichung in die 2. ein, folgt 0 = z — 2% = z(1 — 23)
mit den zwei Losungen x = 0 und x = 1. In die erste Gleichung eingesetzt
ergibt sich y = 0 und y = 1. Die kritischen Punkte sind also (0,0) und

(1,1).
Mit frpe = =62, fry = 3 und f,, = —6y erhalten wir

A(z,y) = fau(,y) fyy(z,y) — sz;y(%y) = 36zy — 9.

Wir setzen die kritischen Punkte in D(z,y) ein und bekommen
A(0,0)=—-9<0

und somit ist (0,0) ein Sattelpunkt. Weiter folgt
A(1,1) =27 > 0.

Nun gilt fz,(1,1) = —6 und damit ist (1, 1) ist ein relatives Maximum.

b) Es gilt fiir die partiellen Ableitungen von g(z,y)
ge(2,9) = 32% + 42y und gy(z,y) = 222 + 6y.

Die notwendigen Bedingungen fiir kritische Punkte sind somit

322 +4zy = 0
22 +6y = 0.
Es muss also gelten
322 = —day
2 = =3y



Setzen wir die 2. Gleichung in die 1. ein, folgt 9y = 4zy. Entweder ist
y = 0, und dann folgt x = 0 aus der zweiten Gleichung, oder y # 0,
und dann ist 9 = 4z, also z = %. Daraus folgt wiederum mit der zweiten
Gleichung y = —2I. Die kritischen Punkte sind also (0,0) und (§, —2%).
Mit gre = 62 + 4y, gzy = 4x und g,, = 6 erhalten wir

A2, Y) = Gau(2,9)gyy (2, y) — g2, (x, y) = 362 + 24y — 1627,
Wir setzen die kritischen Punkte in D(z,y) ein und bekommen
A(0,0) = 0.

Mit unseren Kriterien kommen wir nicht weiter, da weder A < 0 und
somit Sattelpunkt noch A > 0 und somit relatives Maximum/Minimum.
Wir kénnen uns aber iiberlegen, dass die Funktion g im kritischen Punkt
(0,0) den Wert ¢(0,0) = 0 besitzt und in der Nihe des kritischen Punktes
sowohl Werte kleiner als 0 als auch grosser als 0 annimmt. Denn z.B. gilt
fir Punkte der Form (z,0), dass g(x,0) = 2. Der kritische Punkt (0, 0)
kann also kein relatives Maximum oder Minimum von ¢ sein. Somit muss
(0,0) ein Sattelpunkt sein.

Fiir den zweiten kritischen Punkt gilt

9 27 81
Al —=)=——
(4’ 16) y <0
und somit ist (2, —27) ein Sattelpunkt.

4> 16

Wir berechnen die partiellen Ableitungen
he(z,y) = 2z¢” TV — 162 und hy(z,y) = 2ye””2+y2 — 8y.
Die notwendigen Bedingungen fiir kritische Punkte sind somit

2x(er2+y2 -8)=0
2(e™ TV — 4) = 0.

Aus der 1. Gleichung folgt, dass entweder = = 0 oder er* Y’ 8 = 0.

— Falls z = 0, dann folgt aus der zweiten Gleichung 2y(ey2 —4)=0
und somit ist y = 0 oder e¥” — 4 = 0, das heisst y2 = In4 = 2In?2
also y = +v2In 2.

Die kritischen Punkte sind somit (0,0) und (0, £v21n2).

— Betrachten wir jetzt den zweiten Fall e *¥" — 8 = 0. Die zweite
Gleichung ist erfiillt falls y = 0 oder e?*+v* — 4 = 0. Letzteres kann
aber in diesem Fall gar nie erfiillt werden, denn e?"+v* = 8. Es bleibt
also nur die Moglichkeit y = 0 iibrig und die erste Gleichung wird zu
e®” — 8 = 0. Daraus folgt &hnlich wie oben x = £4/31n 2.

Die kritischen Punkte sind somit (+v/31n2,0).



Damit haben wir alle kritischen Punkte gefunden: (z,y) = (0,0) oder
(z,y) = (0,£v21In2) oder (z,y) = (xv31In2,0).

Wir kontrollieren jetzt die kritischen Punkte. Es gilt

vo(2,y) = 267 TV (1 + 22%) — 16
ay(@,y) = daye” Y

(@) =267 T (14 2%) — 8

> &

und somit

= <2€w2+y2(1 +22%) — 16) (261%”’2(1 +2y%) — 8) — 16x2yze%2+2-”27
und in den kritischen Punkten
A(0,0) = (—14) - (=6) >0, h.(0,0)=-14<0
A(0,£v2In2) = (-8)-(32In2) <0
A(+v3In2,0) = (961n(2)) - (8) > 0, hue(£Vv3In2,0) = 961n(2) > 0.

Daraus schliessen wir, dass (0,0) eine relative Maximalstelle ist, dass
(0, £v/21n2) zwei Sattelpunkte und dass (+v31n2,0) zwei relative Mi-

nima sind.



