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Losungsvorschlage zur Serie 12

Aufgabe 1

a) Die homogene Differentialgleichung lautet umgeschrieben y'(x) —y(z) = 0
mit Lésung

y(z) = Kexp ( / -1 d:17> = Ke* mit K € R Konstante.

Fiir die Losung der inhomogenen Gleichung brauchen wir somit den An-
satz

welchen wir in die inhomogene Differentialgleichung einsetzen
y' () =y(z)+ o = K'(z)e” + K(z)e” = K(z)e® + x.

Wir haben also K'(z) = ze~* und somit
K(x) = /xe"” dz 2 —sr:e_x—l—/e_”’ de = —ze “—e "4+C mit C' € R Konstante,

wobei wir in () partielle Integration gebraucht haben. Dieses K (x) setzen
wir in den gewéahlten Ansatz ein. Es folgt fiir die Losung der inhomogenen
Gleichung

y(x) = K(x)e® =Ce” —x —1 mit C' € R Konstante.

b) Die homogene Differentialgleichung lautet y'(z) —y(z) = 0 (wie in Teilauf-
gabe a)). Somit ist die Losung davon wieder y(z) = Ke® mit K Konstante.
Fiir die Losung der inhomogenen Gleichung brauchen wir somit den An-
satz

welchen wir in die inhomogene Differentialgleichung einsetzen
y' () —y(z) =xe™™ = (K'(z)e” + K(x)e”) — K(z)e® = ze™ ",

Wir haben also K'(z) = ze~2* und somit

- ) 1 1 . 1 . 1
K(z) = /me_h dz &2 —ixe_%—i—i /6_21 dx = —§xe_2‘—16_2’”+0 mit C' € R Konstante,



wobei wir in () partielle Integration gebraucht haben. Dieses K (x) setzen
wir in den gewéhlten Ansatz ein. Es folgt fiir die Losung der inhomogenen
Gleichung

y(e) = K(

1 1
x)e® = Ce® — 56_1 <ac + =

2) mit C € R Konstante.

¢) Die homogene Differentialgleichung lautet ¢’ () + 2y(x) = 0 mit Losung
y(x) = K exp (—/2dw> =Ke™ mit K € R Konstante.
satz

Fiir die Losung der inhomogenen Gleichung brauchen wir somit den An-

y(z) =

K(z)e ",
welchen wir in die inhomogene Differentialgleichung einsetzen
y'(e)+2y(a) = = (K'(z)e ™~
Wir haben also K'(x) = € und somit

2K (z)e™%") 4 2K (z)e 2" = 3*

1
K(z) = /651 dzx = 5653” +C mit C' € R Konstante.

Dieses K (x) setzen wir in den gewéhlten Ansatz ein. Es folgt fiir die
Losung der inhomogenen Gleichung

y(x) =

K(:z:)eih _ 067295 + 631

mit C' € R Konstante.
d) Die homogene Differentialgleichung lautet umgeschrieben y'(x) + %y( ) =
0 mit Losung

1 : K K
y(x) = Kexp (—/dm) = Ke_ln(‘ﬂ) _ -
X

||
satz

mit K € R Konstante.
Fiir die Losung der inhomogenen Gleichung brauchen wir somit den An-

welchen wir in die inhomogene Differentialgleichung einsetzen
y(@) = a? +4— Y10

K’ K K
(K K., Ko
T T T
Wir haben also K'(z) = 2% + 42 und somit

1
K(x) = /:1:3 +dxdr =~z +22% + C mit C € R Konstante.



Dieses K(x) setzen wir in den gewihlten Ansatz ein. Es folgt fir die
Losung der inhomogenen Gleichung

K c 1
(2) == + ng + 2z mit C' € R Konstante.
x

y(z) = -

Mit der Bedingung y(2) = 10 ergibt sich die Konstante C' = 8. Die ge-
suchte Losung des Anfangswertproblems ist also

1
y(z) = % + 113 + 2z.

Aufgabe 2

a) Die Verdnderungsgeschwindigkeit des Bestandes ist y/(t), da der Bestand
y(t) ist. Da die Verinderungsgeschwindigkeit 3/ () proportional zum halb-
en Kehrwert von y(t) 4+ 1 ist (mit Proportionalitidtskonstante «), erhalten

wir
1

25+ 1)
b) Eine Funktion y(t), welche die gegebene Gleichung erfiillt, erfiillt auch die

Gleichung, die wir erhalten, falls wir auf beiden Seiten ableiten. Leiten wir
die gegebene Gleichung ab, erhalten wir

y(t) =a-

29(t) -y (1) + 20 (1) = = Y ()(2y(t) +2) = = y'(t) = -

Die Funktion y(¢) erfiillt somit auch die DGL aus Teilaufgabe a).

¢) Die Funktion y(¢) die den Bestand beschreibt, muss y(0) = 1 und y(3) = 3
erfiillen und auch die Gleichung aus Teilaufgabe b). Betrachten wir diese
Gleichung zum Zeitpunkt ¢ = 1 und ¢ = 3 folgt

y(0)* +2y(0) =3 =C,
y(3)2 +2y(3) =15=3a+C,

also C' = 3 und o = 4. Die Funktion y(¢) erfiillt also y(¢)? + 2y(t) = 4t +3.

(i) Gefragt ist fiir welches t gilt, dass y(t) = 9. Setzen wir das in y(t)% +
2y(t) = 4t + 3 ein folgt 81+ 18 = 4¢ + 3. Daraus schliessen wir ¢ = 24.
Der Bestand ist also nach einem Tag 9.

(ii) Zwei Tage sind t = 48 Stunden. Gesucht ist also y(48). Betrachten wir
die Gleichung y(t)? +2y(t) = 4t +3 fiir t = 48 folgt y(48)% +2y(48) =
195. Diese Gleichung besitzt die zwei Losungen

—2+4+4-195 —-2+2v196

48) = = 1+14
y(48) 5 5

von denen nur die positive fiir unsere Fragestellung sinnvoll ist. Der
Bestand nach 48 Stunden ist also 13.

2(y(t) +1)°



Aufgabe 3

a) Es handelt sich nicht um eine lineare Differentialgleichung. Somit kommt
die Methode der Variation der konstanten nicht infrage. Wir brauchen
also Trennung der Variablen, miissen dafiir aber zuerst die DGL in die
passende Form umschreiben. In diesem Fall ist die DGL umgeschrieben
gleich y/(z) = x(y?(x) + 1) und somit liefert das Verfahren

dy

1

Daraus folgt

1 1 z?
Wdy:xdx = /Wdy:/mdx = arctan(y):?—i—c mit C € R.

Auflésen nach y liefert

x? x?
arctan(y) = 5 +C = y=tan (2 —|—C’> mit C' € R.

Die Losung der Differentialgleichung 3/ (z) = xy?(z) + z ist also y(z) =
tan (””2—2 + C) mit C € R.

b) Dividieren wir die DGL auf beiden Seiten durch z erhalten wir

vy =2y
T
also eine DGL 1. Ordnung des Typs 3y’ = f(%). Diese 16sen wir mittels

Substitution u(x) = ¥ Das heisst, y(z) = zu(z) und y'(z) = u(z) +

x

zu/ (). Setzen wir das in die obige DGL ein, erhalten wir
w(z) + 2u'(z) = u(z) + 2 = u'(x) = =
Daraus folgt direkt fiir die Funktion u, dass
u(z) =2In(|z[) + C mit C e R.

Riicksubstitution liefert

y(x) = zu(z) = 2z In(|Jz|) + Cz mit C € R.

c¢) Es handelt sich hier um eine DGL 1. Ordnung vom Typ ¢’ = f(ax+by+c).
Diese losen wir mittels Substitution w(z) = = — y(z) + 1. Das heisst,
y(x) =x+1—wu(z) und y'(z) = 1 — v/ (x). Setzen wir das in die DGL ein,
erhalten wir die DGL 1 — u/(x) = u(x)2. Wir wenden dafiir die Methode
der Trennung der Variablen an

d 1
Yo = ——

! _ 2 - _ 1 _/
1—u'(z) = u(x) o = l_uzdu—ldx = /1_u2du— 1dx.



Das rechte Integral ist gleich z + C'. Das linke Integral rechnen wir mit
Partialbruchzerlegung aus. Es gilt

1 1 1A N B A(l+u)+ B(1—w) . 4_p_1
1—uw?2 (I—-w(l4+u) 1-u 14+u  (1—u)(l+u) 2

Somit ist

1 1 1 1 1 1 14+u
_ (1 =~ (~In(|1—u|)+In(|1+u])) = 21
/1_u2du /2<l—u+1+u) du 2( n(|1—u|)+In(|1+ul)) 2n(‘1_u

Wir haben also hergeleitet

1ln Lt u
2 1—u

was wir nach u auflésen miissen. Es folgt

).

)zx—l—C,

1+u _ (20420 _ 20 2z 1"'”::':620 02T — (o2
1—u 1—wu —~
¢
_ C~¢2:c_1
= l+u=0Ce*(1-u) = T ———
1+ Ce2=

Riicksubstitution liefert

Ce2r — 1

eZE

y)=z+1—-ulz)=c+1-

Aufgabe 4

a) Um eine homogene lineare DGL 2. Ordnung y”(z) + ay’(z) + by(xz) = 0
mit konstanten Koeffizienten zu losen, betrachten wir zunéchst die dazu-
gehorige charakteristische Gleichung A? + a\ + b = 0. In unserem Fall ist
das die Gleichung A2 + 2\ 4+ 1 = 0. Die Losungen dieser quadratischen
Gleichung sind A;/, = —1, die charakteristische Gleichung besitzt also
eine doppelte reelle Nullstelle. Somit ist die allgemeine Losung der DGL
y"(x) + 2y’ (z) + y(x) = 0 gegeben durch

y(x) = C1e™N + Coze™® = (C1 + Caz)e™™ mit C1,Cs € R.

Die gesuchte Losung des Anfangswertproblems finden wir durch Einsetzen
der Bedingungen

y(0) =Cq =1
Y(O0)=-Ci+Cr=1 — =2
Die Losung des gegebenen Anfangswertproblems ist also

y(x) = (14 2x)e™".



b) Wir gehen wie in Teilaufgabe a) vor. Die charakteristische Gleichung lautet
A2 — X\ — 2 =0 mit Losungen A; = —1 und Ay = 2. Die charakteristische
Gleichung besitzt also zwei verschiedene reelle Nullstellen. Somit ist die
allgemeine Losung der DGL y” () — ¢/ (z) — 2y(x) = 0 gegeben durch

y(z) = C1eM® + Che?2® = Ore™" + Che™™ mit Cy,Cs € R.



